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Abstract

En este trabajo se analizan con detalle las prestaciones que una funcion practicamente
nueva en Economia Urbana, como es la g-exponencial, ofrece como descriptora de la
distribucion del tamafio de las ciudades. Destacamos dos aportaciones. Uno, se propone
un procedimiento novedoso y sencillo para estimar sus pardmetros. Y dos, mas
importante, se explican las caracteristicas asociadas a dos métodos graficos
tradicionales (Zipf plots y cumulative density functions) para discriminar entre funciones
y se aplican a la lognormal y g-exponencial, justificando que son las mas adecuadas

para explicar toda la distribucion y que la relacion entre ellas es de complementariedad.
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1. Introduccion

El estudio de la distribucion del tamafio de las ciudades tiene una larga tradicion
en Economia Urbana. Véase, por ejemplo, y sin querer ser en absoluto exhaustivos,
Rosen y Resnick (1980), Black y Henderson (2003), Sharma (2003), loannides y
Overman (2003), Soo (2005), Anderson y Ge (2005), Bosker et al. (2008). Estas
distribuciones tienen un interés mas alla de lo puramente estadistico, por dos motivos
esenciales, que se retroalimentan e influyen mutuamente. En primer lugar, porque la
distribucion de las dimensiones de las ciudades define el paisaje econémico resultante —
mas concentrado, mas disperso; sesgado 0 no hacia un ndmero excesivo de nucleos
grandes, 0 pequefios, con una 0 mas modas; con ciudades muy iguales o muy desiguales
en su tamafio— y todo ello tiene consecuencias directas sobre la distribucion espacial de
la renta, sobre la realizacion o no de inversiones publicas en infraestructuras de diverso
tipo en ciertas areas y, en definitiva, sobre los desequilibrios interterritoriales. ;Y qué
politico va a atreverse a decir que no le interesan estos temas? Hablando de politica, la
distribucion del tamafo de las ciudades también afecta, y mucho, al reparto final por
areas geograficas del numero de escafios que va a uno u otro partido en unos comicios.
Y en segundo lugar, porque esta distribucion de los tamarfios es susceptible de cambiar

en el tiempo, de acuerdo a ciertos estimulos de indole esencialmente econémica.

Historicamente, la distribucion que ha generado un mayor nimero de trabajos y
una mayor aceptacion es la de Pareto, que es una ley potencial cuya funcion de densidad

viene dada por:
: a
P(Size > x) = —, (1)
X

donde a es una constante, b >0 es el exponente de Pareto y x es el nimero de

habitantes de cada ndcleo urbano. Considerando el rango r (1 para el nacleo maés



poblado, 2 para el segundo y asi sucesivamente) de las N ciudades puede llegarse a la

conocida expresion
Inr =const-blinx, (2)

que relaciona el logaritmo del rango con el logaritmo del tamafio de las ciudades si éstas
siguen una distribucion de Pareto. En el caso de que b=1se obtiene la bien conocida
ley de Zipf o rank-size rule (véanse al respecto los surveys sobre el tema de Cheshire,

1999, y Gabaix e loannides, 2004).

La ley de Zipf es relevante fundamentalmente por tres motivos. Uno, se aplica a
otros fendmenos cuantificables de forma bastante ajustada, como es el caudal de los
rios, nimero de veces que aparece una misma palabra en un texto, o la intensidad de los
terremotos (Zipf, 1949; Krugman, 1996a). Dos, si se consideran las 135 Metropolitan
Statistical Areas existentes en USA en 1991, el exponente de Pareto es 1,005 (Krugman,
1996b, también recogido en Gabaix, 1999), que implica el cumplimiento practicamente
exacto de la citada ley. Y tres, existe cierto consenso acerca de que la estructura urbana
que se deriva del cumplimiento de la ley define una jerarquia equilibrada, en la que las
ciudades de todos los tamarfios tienen una representacion adecuada. En definitiva, la
distribucion de Pareto y un caso particular de la misma como es la ley de Zipf, son
ciertamente (tiles para explicar el comportamiento de los nucleos urbanos,

especialmente de los mas grandes (upper tail).

No obstante, la descripcion de Pareto posee algunas deficiencias importantes.
Por un lado, la funcion de densidad de Pareto tiene una asintota vertical en X=0, lo que
no es verosimil. Por otro, el Zipf plot (que relaciona en unos ejes cartesianos Inrcon

InX) se aleja de una linea recta de pendiente negativa como predice (2) cuando, de



nuevo, se toman todos los ndcleos urbanos o un punto de corte de poblacion

suficientemente bajo.

En este orden de cosas, llega la aportacion de Eeckhout (2004), que propone
esencialmente tres ideas. Uno, cuando se toman todos los ndcleos, sin ninguna
restriccion de tamafio, la distribucion de Pareto decae y la mejor representacion de los
datos es una funcién lognormal. Dos, lo que constituye un resultado teérico: si la
distribucion subyacente es lognormal, lo que genera un Zipf plot concavo, el exponente
de Pareto es decreciente con el tamafio muestral, lo cual implica que puede buscarse el
tamafno muestral que consigue que la ley de Zipf se verifique exactamente. Estas dos
primeras contribuciones ponen claramente de manifiesto la importancia de tomar todas
las ciudades pues, en otro caso, se puede estar incurriendo en sesgos o llegar a
conclusiones espureas. Y tres, los datos de todos los nucleos USA en 1990 y 2000
apoyan la hipdtesis de lognormalidad y el cumplimiento de la ley de Gibrat o del
proportionate growth, algo que ya anticiparon desde un punto de vista tedrico Gibrat

(1931) y Kalecki (1945).

En resumen, las dos distribuciones que la literatura econémica ha utilizado mas
profusamente son la paretiana y, recientemente, la lognormal®. Sin embargo, en un
medio de difusidn relativamente extrafio para un economista o un gedgrafo puesto que
se trata de una revista de fisica, Malacarne et al. (2001) demuestran que, cuando se
toman todos los nucleos, la llamada distribucion q-exponencial presenta un muy buen
ajuste a los datos. Hasta donde conocemos, el Gnico trabajo adicional que contrasta esta
afirmacion es el de Soo (2007), quien, al tomar las ciudades mas grandes de Malasia

(por encima de 10.000 habitantes) obtiene resultados negativos referente a las

1 Aln mas recientemente se han propuesto en la literatura distribuciones que son una combinacion de
ambas (Giesen et al., 2009 y loannides y Skouras, 2009).



prestaciones de la g-exponencial, lo que lleva a pensar, como ocurre con la lognormal,

que es una distribucion especialmente adecuada cuando no se define truncation point

alguno.

Recientemente se han construido bases de datos mucho mas completas, que
permiten aproximarse con mas informacion estadistica de partida a la problematica que
se plantea en este trabajo. En concreto, en Gonzélez-Val (2010) se consideran todos los
nucleos de poblacion de USA durante todo el siglo veinte; en Gonzalez-Val et al. (2010)
se hace lo propio, ademas de para USA, para Espafia e Italia. Si se emplean estos datos
para representar el logaritmo del rango frente al logaritmo del tamafio se observa una
clara desviacién de la linealidad en todos los casos, lo que abre la puerta para que se
tengan en cuenta distribuciones no paretianas. Lo que queremos destacar es que, a
excepcion de Eeckhout (2004), ninguno de los estudios previos considera la entera
distribucion de ciudades, ya que todos imponen un truncation point, ya sea explicito
tomando las ciudades por encima de un umbral minimo de poblacion, o implicito al
trabajar con MSAs?. Generalmente esto es debido a una cuestién préctica de

disponibilidad de datos.

En este contexto, los objetivos de este articulo son los siguientes. En primer
lugar, contrastar para un periodo largo (cien afios), para varias estructuras urbanas (las
de Espafia, Italia y USA) y considerando todos los nicleos (unos 8.000 para los paises
mediterraneos en todo el siglo y de 10.600 a méas de 19.000 para USA segln los afios)

las prestaciones de la q-exponencial para describir la distribucion del tamafio de las

ciudades. En segundo lugar, llevar a cabo el mismo ejercicio para la lognormal. Y en

2 En Estados Unidos para obtener la calificacion de MSA es necesario una ciudad de 50.000 o més
habitantes, o la presencia de un area urbanizada de al menos 50.000 habitantes, y una poblacion total
metropolitana de como minimo 100.000 (75.000 en New England) habitantes, segun la definicién oficial.
En otros paises se siguen criterios similares, si bien puede cambiar el umbral minimo de poblacion
necesario para considerar un area como metropolitana.



tercer lugar, poner en relacion las ventajas e inconvenientes de las dos distribuciones, a

saber, g-exponencial y lognormal, y determinar si tienen un carécter sustitutivo o

complementario y bajo qué circunstancias ocurre eso. ElI cumplimiento de estos tres
objetivos basicos va a conducir, como se vera mas adelante, a realizar una sencilla
contribucion en lo relativo al método de estimacion y a presentar algunos desarrollos,
nada complicados, de estadistica tedrica que justifican y explican las diferencias que
surgen entre las distribuciones de la g-exponencial y la lognormal. En cualquier caso,
hasta donde conocemos es la primera vez que se someten a contraste empirico estas

cuestiones empleando unas bases de datos tan amplias.

Las principales aportaciones que ofrece este trabajo son tres. En primer lugar, se
propone un procedimiento novedoso y sencillo para estimar los pardmetros de la
distribucién g-exponencial, que mejora lo hecho hasta ahora en la literatura. En segundo
lugar, se explican las ventajas e inconvenientes asociadas a dos métodos gréaficos
tradicionales (Zipf plots y cumulative density functions) para discriminar entre funciones
de densidad, y se aplican a las distribuciones g-exponencial y lognormal. Por altimo, se
concluye que ambas distribuciones son adecuadas para describir con precision las
distribuciones del tamafio de las ciudades y que la relacion entre ellas es

fundamentalmente de complementariedad.

El articulo se organiza como sigue. En la Seccién segunda se define y
caracteriza la distribucién g-exponencial; el apartado tercero da cuenta y explica las
bases de datos empleadas; el epigrafe cuarto es el mas largo del trabajo y en él se
comparan y enfrentan la g-exponencial y la lognormal como funciones potencialmente
vélidas para describir la distribucion del tamafio de las ciudades; la seccion quinta
demuestra como ambas distribuciones son mas complementarias que sustitutivas;

finalmente las conclusiones cierran el papel.



2. On the qg-exponential distribution

La probability density function (pdf) de la g-exponencial esta dada por:

q

£(%) =§(1+q—‘1ale_q | 3)
al q

donde a>0 y g >1son parametros y x denota, como ya sabemos, la poblacién de los

nacleos urbanos. La expresion de la cumulative distribution function (cdf)

correspondiente es la siguiente:

1

cdf(x) :1—(1+QT_1 ale_q , (4)

y la del rango de las ciudades en funcién de la poblacion es

r(x)=r,(1—cdf(x))= r0(1+qT_1ale_q, (5)

donde r, >0 es una nueva constante que equivale al tamafio muestral. En el caso de que

q—1, f(x)>ae™ yr(x) >re ™, locual justifica el nombre de g -exponencial.

Esta distribucion ha sido usada profusamente por Tsallis (1988) y su grupo de
colaboradores en la literatura de fisica, argumentando tedricamente su aplicabilidad a
sistemas con interacciones de largo alcance, y el citado trabajo de Malacarne et al.
(2001) puede encuadrarse en esta linea. No obstante, la g-exponencial es un caso
particular de la distribucién conocida con el nombre de Pareto generalizada tipo I, que
se ha considerado en varios trabajos anteriores (por ejemplo, Hosking y Wallis, 1987,
Grimshaw, 1993 y Choulakian y Stephens, 2001). El rango frente al tamafio, segun (5),

es una funcion decreciente (algo que, por definicion, debe ocurrir siempre)



estrictamente convexa y que para x =0 alcanza un valor finito, r,, mejorando en este

aspecto el comportamiento de la distribucion de Pareto.
3. Las bases de datos

Utilizamos datos de poblacion de ciudades de tres paises: Estados Unidos,
Espafia e Italia. Estados Unidos es un pais sumamente interesante para realizar un
analisis de la evolucion de su estructura urbana, ya que se trata de un pais relativamente
joven cuyos habitantes se caracterizan por una elevada movilidad. En el otro lado
tenemos los paises europeos, con una estructura urbana mucho mas antigua y con unos
habitantes que presentan una mayor resistencia a moverse, en concreto Cheshire y
Magrini (2006) evaldan que la movilidad en Estados Unidos es quince veces mayor que

la europea.

El considerar estos dos tipos de paises nos proporciona informacion de
comportamientos urbanos distintos, ya que mientras que Espafia e Italia tienen un tejido
urbano ya consolidado y apenas se crean nuevas ciudades (el crecimiento urbano se
produce por incremento de la poblacion de las ya existentes), en Estados Unidos el
crecimiento urbano tiene una doble dimension, ya que ademas de aumentar la poblacién
de las ciudades también aumenta su nimero, con efectos potencialmente distintos sobre
la distribucion del tamafio de las ciudades. Asi, se pasa de que la poblacion de las
ciudades (los incorporated places) represente menos de la mitad de la poblacion total
de Estados Unidos en 1900 (el 46,99%) hasta el 61,49% del afio 2000, a la vez que el
numero de ciudades aumenta en un 82,11%, pasando de 10.596 en 1900 a 19.296 en el

afio 2000.

Los datos de Estados Unidos que utilizamos son los mismos que emplean

Gonzalez-Val (2010) y Gonzalez-Val et al. (2010). Nuestra base, elaborada a partir de



los documentos originales de los censos anuales que publica el US Bureau of the

Census, www.census.qgov, estd formada por los datos disponibles de todos los

incorporated places sin ninguna restriccion de tamafio para cada década del siglo
veinte. EI US Census Bureau utiliza el término genérico incorporated place para
referirse a la unidad gubernamental incorporada bajo ley estatal como city, town
(excepto en los estados de New England, New York y Wisconsin), bororugh (excepto
en Alaska y New York), o village, y que tiene limites, poderes y funciones establecidos

legalmente.

El nimero de ciudades (entre paréntesis) correspondiente para cada periodo es:
1900 (10.596 ciudades), 1910 (14.135), 1920 (15.481), 1930 (16.475), 1940 (16.729),
1950 (17.113), 1960 (18.051), 1970 (18.488), 1980 (18.923), 1990 (19.120) y 2000

(19.296).

Dos precisiones deben hacerse. Primero, se excluyen todas las ciudades
correspondientes a Alaska, Hawaii y Puerto Rico para cada década, debido a que estos
estados se anexionan a lo largo del siglo XX (Alaska y Hawaii en 1959, y el caso
especial de Puerto Rico, que se anexiona en 1952 como estado libre asociado) y no
existen datos para todos los periodos. Su inclusion provocaria inconsistencia geografica
de las muestras, que no serian homogéneas en términos geogréficos y por tanto no se
podrian comparar. Y segundo, por la misma razén excluimos también todos los
unincorporated places (designan concentraciones de poblacion que no forman parte de
ningun incorporated place, pero que estan localmente identificadas con un nombre),
que comienzan a contabilizarse a partir de 1950. Sin embargo, estos asentamientos ya
existian anteriormente, por lo que su inclusion nos plantearia de nuevo un problema de
inconsistencia en la muestra. Ademas, su eliminacion tampoco es importante

cuantitativamente; en efecto, los unincorporated places son 1.430 en 1950 y representan



un 2,36% de la poblacidon total de Estados Unidos, cifras que pasan a ser 5.366 y un

11,27% en 2000.

Para Espafia e Italia la unidad geografica de referencia es el municipio y la
fuente de los datos son los servicios oficiales de informacion estadistica. En Italia es el
Servizio Biblioteca e Servizi all'utenza de la Direzione Centrale per la Diffusione della
Cultura e dell'informazione Statistica que se encuentra dentro del Istituto Nazionale di
Statistica, www.istat.it, y para Espafia se han tomado los censos que ofrece el Instituto
Nacional de Estadistica, INE, www.ine.es. De cada municipio se toma poblacion de

hecho (resident population).

Tomamos los datos correspondientes a los censos de cada década del siglo
veinte. Para Italia se toman datos de los siguientes afios, (entre paréntesis figura el
namero de municipios de cada afio): 1901 (7.711), 1911 (7.711), 1921 (8.100), 1931
(8.100), 1936 (8.100), 1951 (8.100), 1961 (8.100), 1971 (8.100), 1981 (8.100), 1991
(8.100) y 2001 (8.100). No existe censo en lItalia para el afio 1940, debido a su
participacion en la Segunda Guerra Mundial, por lo que tomamos el dato del afio 1936.
Para Espafia se han considerado los siguientes afios: 1900 (7.800 municipios), 1910
(7.806), 1920 (7.812), 1930 (7.875), 1940 (7.896), 1950 (7.901), 1960 (7.910), 1970

(7.956), 1981 (8.034), 1991 (8.077) y 2001 (8.077).
4. Lognormal versus g -exponential. El enfoque sustitutivo
4.1. Métodos de estimacion
4.1.1. Estimacion de la lognormal
La probability density function (pdf) de la lognormal esta dada por:

1 e
f(x)= e 22° x>0
) xon 27 ’ ©)
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donde x y o son la media y la varianza de InX, que en este caso denota el logaritmo

neperiano de la poblacion de los ndcleos urbanos. La expresion de la cumulative

distribution function (cdf) correspondiente es:

cdf(x) = %+;e f(lnx\/_,uj )
O

donde erf denota la funcion de error asociada a la distribucion normal. La expresion

del rango de las ciudades en funcion de la poblacion viene dada por:

F(X) = 1, (1—cdf (X)) =1 [1 1 rf(";)‘[“D (®)

Para estimar si unos datos siguen una distribucién lognormal es habitual hacerlo por
medio de Maximum Likelihood (ML), si bien este método no se ha aplicado tan
profusamente como en otros campos para la poblaciéon de nlcleos urbanos®. Los

estimadores de ML se expresan de forma sencilla en términos de los datos de poblacion:
1 R N L N AT
fi= —Z , &2 ==|>(Inx) ——(zlmﬁJ . (9)
N = N i=1 N i=1

donde N es el tamafio muestral. Es decir, la media y varianza estimadas son justamente

las de los datos. Posteriormente estimamos r, por OLS teniendo en cuenta la

cdf estimada y la relacion (8).

Las estimaciones de estos parametros para nuestros datos son muy significativas

en los tres paises y para todos los afios. Esta informacion se muestra en el Cuadro 1. Las

estimaciones de [, estan directamente relacionadas con el tamafio muestral, como ya

sabfamos, las de £z son muy estables en el tiempo para los tres paises, mientras que,

¥ Recuérdese que Eeckhout (2004) es el primero en proponer la lognormal para la distribucién del tamafio
de las ciudades.
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;s = ~2 . - .
como es ldgico, los valores de o son ligeramente crecientes en el tiempo para las tres
2 . . ., . y:
zonas. El R, correspondiente a la estimacion OLS de r, aplicando la ecuacién (8),

muestra que el grado de ajuste es muy bueno.

4.1.2. Estimacion de la g -exponencial

En su articulo original, Malacarne et al. (2001) parten de la alli denominada
funcion g -logaritmica In, (x), que en el lenguaje econométrico puede entenderse como
una transformacion Box-Cox. Muestran que si (y sélo si) el valor de q usado en tal
funcién coincide con el valor de g de la expresién del rango r(x) dada por (5), entonces

In,(r(x)) es lineal en x y puede representarse como una linea recta. Es decir, se

necesita conocer de antemano el valor de q que se pretende hallar, lo cual es un

problema tanto desde un punto de vista conceptual como operativo. Por otro lado, Soo

(2007) estima (5) dando valores a g de décima en décima, eligiendo aquel que
minimiza la suma de los residuos y, una vez determinado éste §, se obtienen los de a y
r, por estimacion no lineal; se trata de una solucion al problema mejorable puesto que
también implica proponer unos valores iniciales arbitrarios de aquel parametro que
precisamente se quiere estimar.

Por otra parte, la distribucion de la g-exponencial se estima por ML en varios

trabajos o, méas precisamente, la distribucién de Pareto generalizada (véanse, al
respecto, las referencias sobre este tema citadas en la Seccion segunda). En todos ellos
el nimero de observaciones utilizadas no es elevado. En nuestro caso el tamafio
muestral supera los 8.000 para Espafia e Italia y va de los 10.600 a casi 20.000 en el

caso de USA y esto hace que el usar ML presente serias dificultades. En efecto, para ver

12



el origen de las mismas para tamafios muestrales elevados, las condiciones de primer

orden de maximizacion de la verosimilitud conjunta quedan:

S
e OI_1axi a

q (10)

N —
N, 1 2Zln(ljt—q laxijjt N o
g (q-1)° = q q@-aq)

Se deduce a simple vista que especialmente la segunda ecuacién en (10) es dificil de

resolver, puesto que ha de encontrarse la raiz de una ecuacion de grado muy elevado.

Ante la gran dificultad de usar ML, por un lado, y los problemas para estimar los
parametros de interés que presentan los trabajos precedentes, por otro, nosotros hemos
optado por estimar de partida dichos parametros de (5) mediante métodos no lineales,
sin fijar los valores de ninguno de antemano. Ahora bien, dicha estimacion no lineal
requiere unos valores iniciales de los parametros, que se revelan fundamentales a la hora

de que el algoritmo converja en un nimero razonable de iteraciones.

Hemos desarrollado un modo novedoso de hallar estos valores iniciales. El

procedimiento es como sigue. Sea p un nuevo parametro exdgeno que eventualmente

puede tomar el valor de q. Sea ¢ :(i_—p. Entonces, de (5) tenemos:

l+¢
r(x)"" = rol‘p(l+qT_1ax] . (11)

En el caso que p=q tenemos que & =0 y la expresion de r(x)" " se vuelve lineal en

X . Procedemos entonces a tomar un desarrollo de Taylor de (11) hasta orden dos

r(x)" P =4 + X+ Ax" +..., (12)
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de donde pueden hallarse los valores de los parametros (por identificacion de los

coeficientes de los desarrollos de (11) y (12)). Primero

o 2,
T =20y
después, el valor de g por medio de q= %p (p estd dado exdgenamente) y
+&
- qQ (A _ o4
=ﬂilp, a: (—_Z_J.
’ a-1l4 4

El problema se reduce, por tanto, a estimar los valores de 4,4, ,4,. Lo hacemos

efectuando regresiones lineales de r*"*en las variables x, x> con nuestros datos de
rango para valores de p que hagan muy proximo a cero el valor de 4,, y de modo que
los valores de los parametros obtenidos tengan sentido. Este procedimiento se ha
mostrado muy eficaz para obtener los valores iniciales de los parametros.

Posteriormente, realizamos una estimacion simultanea por minimos cuadrados
ordinarios no lineales (Bates y Watts, 1988) de los tres parametros r,,q,a de la
especificacion (5), suministrando los valores iniciales obtenidos por el procedimiento
anterior. Los parametros estimados son muy significativos en todos los casos y se
muestran en el Cuadro 2. Las estimaciones de § presentan una clara tendencia creciente
en el tiempo en los tres paises; las de @ solo tienen esta caracteristica en Espafia e Italia
y a partir de mitad de siglo. La bondad del ajuste es también muy buena y, casi siempre,
ligerisimamente superior (estamos hablando de milésimas e, incluso, de diferencias en

diezmilésimas para el pais transalpino) a la obtenida en el Cuadro 1 con la distribucion

lognormal.

4.2. Comparacion en términos de Zipf plots
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Procedemos en este apartado a comparar ambas distribuciones en términos de
Zipf plots, es decir, graficos doble logaritmicos de la poblacion frente al rango, que son

profusamente utilizados en la literatura especializada.
Mostraremos tales graficos en la comparacion del logaritmo de los rangos
tedricos y empiricos para las dos distribuciones estudiadas, q-exponencial y lognormal.

En términos de Zipf plots, y en un andlisis visual de los mismos, se dan varios casos en

los que el ajuste por la g -exponencial es aparentemente mejor que por la lognormal o

donde no es facil discernir entre las dos. llustraremos los mas representativos. En el

Gréfico 1 mostramos la situacion para la q -exponencial, mostrando los Zipf plots de los
datos reales (negrita) con el de la q-exponencial estimada o tedrica (azul). En el
Gréafico 2 se muestra lo analogo para la lognormal.

Comenzando por el caso de Italia en 1951, visualmente ninguna de las dos
distribuciones parece proporcionar un buen ajuste, si bien la divergencia con la
lognormal tedrica aparece solo en la cola superior de la distribucion. En otros afios del

siglo XX para Italia el ajuste de las dos distribuciones es similar salvo en el afio 2001

donde la q-exponencial proporciona aparentemente una mejor descripcion.

Sin embargo, en otros casos la situacion es mas favorable a la g -exponencial,
por ejemplo en Espafia en el afio 1950. En este caso el ajuste que proporciona la q-
exponencial parece mucho mejor que el de la lognormal. Para Espafia, esto ocurre a lo
largo de casi todo el siglo XX, siendo 2001 el afio donde las dos proporcionan
aparentemente un ajuste similar.

Para el caso de USA, hay una mejora progresiva en la descripcion por la q-

exponencial hasta 1950 (cuando el ajuste parece muy bueno) y después un

empeoramiento, mientras que la lognormal muestra un comportamiento similar a lo
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largo del siglo XX. Precisamente, el afio 2000 en USA, el mismo considerado en
Eeckhout (2004, 2009) y Levy (2009), es un ejemplo en el que no esta claro qué
distribucion es visualmente mejor: la g-exponencial sistematicamente sobreestima el
tamano de las ciudades mas grandes, mientras la lognormal los infraestima. En todo
caso, parece ser que la lognormal se acomoda ligeramente mejor al rango de los ndcleos
mas pequefios, confirmando lo ya observado en los Cuadros 1 y 2 referente a las

estimaciones de r, .

Otro resultado general es que, para cualquiera de las dos distribuciones, se
observa que puede haber discrepancias en los Zipfs plots entre los datos y la
correspondiente distribucion teodrica y que ésta tiende a aumentar de forma clara y
sistematica con el tamafio de las ciudades. No es dificil encontrar una explicacién
estadistica a este hecho. En efecto, sean a partir de ahora, las cantidades con barra
correspondientes a la distribucion empirica 0 muestral, mientras que sin ella se refieren

a la teorica:
F(x) =T, (L—cdf (x)), (13)
r(x) = r,(L—cdf (). (14)
En el origen ambas cdf s son nulas luego T(0)=T, y r(0)=r,. A su vez, para un valor

arbitrariamente grande, infinito, de la poblacion de las ciudades las dos cdf ’s han de

valer uno, con lo cual r(«) =r(x)=0.

Si, como exige el Zipf plot, tomamos logaritmos, lo cual es importante, y

evaluamos su diferencia se obtiene la siguiente expresion:

1—cdf(x)
(15)

InF(x) —Inr(x) = InF,(L—cdf (x))—Inr, (L—cdf(x)) = InF; — Inr, +In[1 , Cdf(x) —cdf (x)j
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donde el ultimo término en (15) es el fundamental y merece nuestra atencién. En efecto,

cuando X es muy grande, el denominador 1—cdf(x) se vuelve muy pequefio y al

dividir por €l la discrepancia cdf(X)—cdf (x) se multiplica o amplifica de modo
considerable, de modo que la contribucién del tercer término se debe a la diferencia
cdf (x) —cdf () y a dicho efecto multiplicador. Esto se observa en la mayoria de las

figuras de los Graficos 1y 2, donde la discrepancia aumenta conforme lo hace x, y es

un efecto inevitable a menos que cdf(x)—cdf(x) sea practicamente nula. Esta

observacion, hasta donde sabemos, es nueva en la literatura, y puede contribuir a aclarar
cuestiones suscitadas recientemente en la misma (Levy, 2009; Eeckhout, 2009), que
tratan, entre otras cosas, de las limitaciones de utilizar anicamente métodos gréficos
para discriminar entre distribuciones y de las implicaciones estadisticas que supone

tomar logaritmos (véase también al respecto la Seccion 5 de este trabajo).
4.3. Comparacion en términos de cumulative distribution functions

Dedicamos esta Seccion a comparar las distribuciones en términos de las cdf ’s

asociadas. En principio, cabria esperar que los resultados fueran similares a los del
apartado anterior, pero veremos que esto no es exactamente cierto. En los Graficos 3 y 4

mostramos las cdf ’s correspondientes a los mismos casos en los que hemos ilustrado

los Zipf plots.

De los graficos mostrados se observa que, en general, el ajuste en cdf “s es
aparentemente mejor para la lognormal que para la q-exponencial, cuando, recordemos,
en términos de Zipf plot, a menudo lo hacia mejor la q-exponencial. Para explicar esta

aparente paradoja es Util recurrir de nuevo a las expresiones (13) y (14). De ellas se

deduce:
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ot (x) —cdf() =" 09 (16)

h kb
Empezamos razonando so6lo para la distribucién g -exponencial. Sabemos que su ajuste
en rangos (véase la Seccién 4.2) es muy bueno, salvo para las ciudades mas pequefias,
lo cual quiere decir que r(X)=T(X) para practicamente todos los puntos, con lo que
(16) queda ahora:

odif (X) —cdlf (X) = r(x)( : j (1- cdf(x))( j (17)

0

Merece la pena detenerse en la ecuacion (17), manteniendo en mente que se ha
obtenido considerando que el ajuste en rangos es casi perfecto. El desajuste en cdf ’s es
tanto mayor cuanto mayor sea la diferencia I, — I, y esta brecha es significativa en la g-
exponencial, tal y como puede comprobarse de la informacion que se desprende del
Cuadro 2 (recuerdese que T, se identifica con el tamafio muestral). Ademas, la
discrepancia en cdf ’s crece con 1—cdf(X), esto es, es tanto mayor cuanto mas

pequefio es x Yy tiende a desaparecer gradualmente conforme xaumenta. Todo esto

muestra que en la g-exponencial la discrepancia en cdf ’s es perfectamente compatible
con un ajuste en rangos, salvo para las ciudades mas pequefas, perfecto; es mas, es
inevitable si, como ocurre en la realidad, T, —I, #0. No obstante, el ajuste por la q-

exponencial mejora para los tres paises conforme avanza el siglo XX*. Esto se debe a

las razones aducidas y a que mejora la estimacion de r, a lo largo del tiempo.

Para la lognormal, ¢se produce una situacién similar? Veamos que no. Del

Cuadro 1 se puede deducir que ahora Iy =T, por lo que (16) se reduce a:

* Més detalles disponibles de los autores bajo peticion.
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cdf (X) —cdf(x) = rl (r(x)—r(x)). (18)

Con lo cual a partir de (18) se deriva que cualquier desajuste en rangos se traslada, en la

lognormal, de forma directa a un desajuste en cdf ’s. Este resultado intuitivo no se da

en la g-exponencial por las razones antes aducidas.

4.4. Contrastes estadisticos estandares

Los parametros estimados en la Seccion 4.1 para la lognormal y la q-

exponencial merecen un contraste estadistico independiente para verificar la bondad del
ajuste. En las subsecciones previas hemos hablado de criterios visuales (Zipf plots y

cdf ’s) para discriminar entre distribuciones, lo cual conlleva siempre un cierto grado de

subjetividad. Ademas, la aproximacion grafica por medio de Zipf plots de la Seccidn
4.2 puede no darnos una informacion fidedigna acerca de la bondad del ajuste: en la
literatura se conocen inconvenientes de los Zipf plots (Eeckhout, 2009). Por ello, en este
subapartado presentamos contrastes estadisticos para comparar distribuciones de una
forma més objetiva. Para el caso de la lognormal un contraste estandar es el de
Kolmogorov-Smirnov, pero con un nimero de observaciones tan elevado como los de
nuestros datos tal contraste tiende a rechazar sistematicamente la hip6tesis nula de
lognormalidad a menos que el ajuste sea perfecto. Por otro lado, en el caso de la q-
exponencial o Pareto generalizada no es tan estandar un contraste del citado tipo. En
consecuencia, estamos buscando un contraste que no tienda a rechazar la hipétesis nula
por el mero hecho de tener un alto nimero de observaciones y que sea aplicable a las

dos distribuciones por igual.

El contraste de Wilcoxon rank-sum test satisface ambos requerimientos. Este test

contrasta la hip6tesis de que dos muestras independientes provienen de poblaciones con
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una misma distribucion. Su resultado no depende tanto del elevado tamafio muestral y
es el mismo test independientemente de la distribucion subyacente. Realizamos el test
comparando los rangos empirico y estimado en cada caso. Mostramos los resultados de

estos tests en los Cuadros 3y 4.

Los resultados del contraste de Wilcoxon muestran que la hipotesis nula de la

g -exponencial no puede rechazarse con un nivel de confianza del 5% en ninguno de los

periodos del siglo veinte en Espaiia, Italia y USA. La lognormalidad tampoco puede
rechazarse con un nivel de confianza del 5% en ninguno de los periodos del siglo veinte
en Espafia e Italia. En USA se observa una evolucion temporal; las primeras décadas se
rechaza la lognormal y el p-valor decrece con el tiempo, pero a partir de 1930 el p-valor
comienza a crecer hasta que no puede rechazarse al 5% la distribuciéon lognormal de
1960 en adelante. Si en lugar del 5% tomamos un nivel de confianza del 1% la hipdtesis
nula sélo se rechazaria para USA en 1920 y 1930. Estos ultimos resultados se obtienen

también en Gonzéalez-Val (2010) usando kernels.

5. Lognormal y q-exponential. El enfoque de complementariedad

En la Seccién anterior hemos comparado la adecuacion de las distribuciones (-
exponencial y lognormal a nuestros datos estudiando los Zipf plots, las cdf ’s y el
contraste de Wilcoxon. El resultado principal que podemos adelantar ahora ya es que
ninguna de las dos es claramente mejor que la otra y que, atendiendo a los distintos
criterios presentados, la lognormal es preferida (cdf ’s) o lo es la g-exponencial
(contrastes estadisticos y en ocasiones, Zipf plots). En cualquier caso, el espiritu de todo
el apartado anterior intentaba enfrentar segun diversos enfoques a ambas distribuciones,
haciéndolas sustitutivas. En esta Seccion el enfoque es bien diferente y vamos a intentar

demostrar que lejos de ser rivales méas bien se complementan entre si.
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En consecuencia, vamos a incidir en dicha complementariedad. Primero veamos
que uno de los resultados principales de Eeckhout (2004) sobre la concavidad del Zipf

plot de la lognormal, también se aplica al caso de la g-exponencial. En efecto, en tal
caso la expresion del rango respecto de la poblacion esta dada por (5). Para expresar las

variables en logaritmos llamamos y =Inx, con lo que x =¢”. De este modo:
1
— 1-q —
Inr(y) :Inr{1+q—1aeyj =Inr, +iln(1+q—1aeyj, (19)
q 1-q q

Asi, tenemos

iylnr(y) = =-h(y), (20)

que es la negativa de la hazard rate h(y). Obteniendo la segunda derivada, se tiene:

| _ ae’qg _h
dy2 nr(Y) (a ey(q _1)+q)2 (y), (21)

2

que es estrictamente negativa para todo y, con lo que Inr(y) es estrictamente concava

para todos los valores de la variable y el correspondiente Zipf plot es a su vez concavo.
En definitiva, se trata de un resultado tedrico que sostiene que si el proceso generador
de datos subyacente sigue una g-exponencial (0 una lognormal como demostro
Eeckhout, 2004) el exponente de Pareto decrece con el tamafio muestral. En otras
palabras, es una primera prueba de la no rivalidad o equivalencia, al menos en este

punto, de ambas distribuciones.

Una cuestion clave gue surge al estudiar la g -exponencial y la lognormal, es que

si se considera la poblacion de las ciudades en niveles absolutos, la distribucién

empirica de probabilidad es una curva decreciente y convexa como es la funcion de
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densidad de la q-exponencial, mientras que si se toma el logaritmo de la poblacion, la
distribucion empirica de probabilidad tiene forma de campana como la funcion de
densidad de la lognormal. Este resultado es algo contraintuitivo y merece la pena que

nos detengamos en ello.

Supongamos que ordenamos de menor a mayor poblacion los ndcleos urbanos
de nuestros datos. Si hacemos un histograma de los mismos resulta una grafica
decreciente conforme la poblacion aumenta (Gréfico 5, datos de Espafia en 1900).
Como es bien sabido, un histograma valora las frecuencias asociadas a intervalos de
anchura constante en el eje de abscisas. En cambio, si construimos el histograma del
logaritmo de la poblacion (Grafico 6, mismos datos), también estos se cuentan en

frecuencias respecto de intervalos de anchura constante, pero ahora en logaritmos; sin

embargo, ¢qué significa esto en niveles? Sea O esta anchura constante, y los extremos

inferior y superior de uno de dichos intervalos InX; y InX;,, respectivamente. Por
e e ey . S5 .
definicion, Inx;,,—InX;=J o, lo que es lo mismo, X;,,=X;€". Generalizando,

o 20 jo . . . . .
X1 = X;€ =X € =xge", siendo X, el extremo inferior del primer intervalo, que no
puede ser cero. Esto indica que los extremos superiores de los intervalos, en niveles,

. y S z o .
siguen una progresion geométrica de razon €°. Debe destacarse que este razonamiento
es valido para cualquier variable numérica que se use alternativamente en niveles y en

logaritmos neperianos.

Este hecho explica por qué al tomar logaritmos resulta una forma de campana:
los primeros intervalos son muy estrechos y ademas habra muy pocos casos incluidos en
ellos; luego, conforme los intervalos se ensanchan como consecuencia de la progresion
geométrica, el nimero de casos en cada intervalo crece de forma considerable y el

grafico aumenta. Llegara un momento en el que, aunque los intervalos sean muy
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anchos, el numero de casos sea, por motivos obvios (por ejemplo, ciudades muy
grandes, digamos, con mas de 500.000 habitantes), muy pequefio, con lo que el grafico
disminuye. En el proceso se ha llegado a un maximo, y en conjunto se obtiene una

forma de campana.

Estos dos resultados muestran que la q-exponencial y la lognormal son

complementarias mas que una sustitutiva de la otra. Ambas proporcionan una
aproximacion a los datos muy notable y las dos mejoran la descripcion de la

distribucion de Pareto al considerar todos los nucleos de poblacion.
6. Conclusiones

Cualquier fenbmeno o, mejor, variable cuantificable, esto es, que adopta valores
numéricos de forma en principio continua, es susceptible de ser estudiada desde un
punto de vista estadistico. Este punto de vista a que hacemos referencia tiene que ver
con el andlisis de la distribucion que sigue la variable en cuestion. Y esto se puede hacer
con cualquier tipo de datos sea cual sea su disciplina, siempre y cuando cumplan los
requisitos mencionados cuatro lineas mas arriba. La distribucion del tamafio de las
ciudades no es ajena a este hecho y cuenta con una amplia tradicion en la literatura de

Economia Urbana. Este trabajo se enmarca en esta corriente.

Pero no solo se trata de una mera curiosidad estadistica. También hay Economia
0, mejor dicho, también genera profundas implicaciones econdmicas el estudio de la
distribucion del tamafio de las ciudades. Por ejemplo, una estructura urbana de ciudades
muy iguales en poblacion invita a un tratamiento a su vez igualitario por parte del
organismo publico pertinente en lo relativo a inversiones en infraestructuras de

transporte, educacion o sanidad. Por el contrario, grandes disparidades en tamafio
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requieren de politicas que tiendan a la convergencia y a la consecucion de la cohesion

territorial.

En este trabajo se ha llevado a cabo, hasta donde conocemos, un examen
minucioso de una funcion de densidad novedosa en Economia Urbana, como es la
denominada g-exponencial. Una primera aportacion tiene que ver con el método de
estimacion de sus pardmetros clave. En efecto, en lugar de suponer valores
predeterminados para ellos, se aproximan por un desarrollo en serie de Taylor que nos
permite obtener unos valores iniciales para la posterior estimacion, sin restricciones ni

apriorismos, por minimos cuadrados no lineales.

Por otra parte, desde el trabajo pionero de Eeckhout (2004) se pusieron de
manifiesto los peligros de considerar solo los ndcleos mas grandes, esto es,
exclusivamente la cola superior de la distribucion. A su vez, si los datos lo permiten, el
analisis de la distribucion del tamafio de las ciudades debe realizarse como un anélisis
de largo plazo. Con ambas consideraciones como premisas, en este articulo se utilizan
datos censales para todo el siglo veinte, de diez en diez afios, y todas las ciudades de
tres paises: USA (de 10.600 a 19.300 nucleos, segln el afio), Espafia (unos 8.000
nacleos) e Italia (unos 8.000 nucleos). Emplear bases de datos tan amplias y con un

horizonte temporal tan vasto otorga, sin duda, robustez a los resultados.

¢Y cudles son los resultados principales? Todos ellos ponen en relacion la
distribucion que desde Eeckhout (2004) se postula como la mejor para estudiar la
distribucion del tamafio de las ciudades sin truncation point, la lognormal, con la que

presentamos en este papel, la g-exponencial. Son fundamentalmente tres.

En primer lugar, el ajuste de ambas (lognormal y g-exponencial) en términos de

rangos en un Zipf plot es extremadamente bueno; si acaso ligerisimamente mejor el de
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la dltima. Sin embargo, se demuestra estadisticamente que este mejor ajuste en rangos
de la g-exponencial genera inevitablemente que, ahora en términos de cumulative

density functions, la lognormal sea superior.

En segundo lugar, el contraste de Wilcoxon muestra que la hipdtesis nula de la

g -exponencial no puede rechazarse con un nivel de confianza del 5% en ninguno de los

periodos del siglo veinte en Espaiia, Italia y USA. La lognormalidad tampoco puede
rechazarse al 5% en ninguno de los periodos del siglo veinte en Espafia e Italia; en USA
solo de 1960 en adelante. Luego, en el capitulo de los contrastes estadisticos estandares,
para nuestra muestra, las dos distribuciones funcionan bien, especialmente la g-

exponencial.

Y tres, la pregunta relevante que se puede plantear un planificador urbano, un
economista o gedgrafo que aborda el estudio de la completa distribucién del tamafio de
las ciudades de una determinada zona o pais es la siguiente: ¢;este trabajo recomienda
que se debe usar la lognormal o la g-exponencial? La respuesta es simple. Desde
nuestro punto de vista ambas son complementarias: si se trabaja con poblaciones en
niveles es mejor la g-exponencial; si, como es habitual, se toma el logaritmo del
tamafio, las dos son adecuadas, quiza ligerisimamente mejor la g-exponencial; pero
también es de justicia admitir que la lognormal ofrece buenas prestaciones y presenta
dos ventajas adicionales: histéricamente ha sido mucho mas utilizada en la literatura (no
s6lo de Economia Urbana sino de cualquier disciplina) y el método de estimacion de sus
parametros es mas sencillo conceptual y computacionalmente que el de la g-
exponencial. En cualquier caso, es un interrogante que debe responder cada investigador

y sobre el cual este trabajo ha pretendido aportar alguna luz.

Por altimo, no queremos acabar este trabajo sin hacer una breve reflexién sobre

el proceso tedrico de crecimiento que subyace en la distribucion g-exponencial. Son
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bien conocidos los vinculos entre la lognormal y la distribucidn de Pareto con la ley de
Gibrat, incluso, con una version generalizada de la misma, la doble Pareto lognormal
(Redd, 2002; vease la nota al pie 1). (Qué hay detras de la g-exponencial? Se trata de
una cuestion importante que es necesario responder y que constituye, por tanto, un

excelente campo de investigacion futura.
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Cuadro 1. Valores de f,, 2 y &7

paréntesis

para USA. Desviaciones tipicas estimadas entre

USA- 3 P 52 R2

lognormal

1900 10374,27 6,648714 1,261147 0,9954
(6,871518) (0,0122517) (0,0086632)

1910 13805,79 6,64682 1,292809 0,9953
(8,005956) (0,0108739) (0,007689)

1920 15126,01 6,674667 1,318693 0,9951
(8,510406) (0,0105985) (0,0074943)

1930 16104,56 6,692269 1,401552 0,9949
(8,988392) (0,0109193) (0,0077211)

1940 16347,44 6,775817 1,431982 0,9954
(8,587507) (0,0110714) (0,0078287)

1950 16771,11 6,837732 1,501686 0,9968

(7,3058) (0,0114793) (0,0081171)

1960 17698,55 6,923707 1,605794 0,9975
(6,640407) (0,011952) (0,0084513)

1970 18153,87 7,004047 1,666934 0,9979
(6,081665) (0,0122595) (0,0086688)

1980 18576,96 7,114369 1,661872 0,9981
(5,860968) (0,012081) (0,0085425)

1990 18799,24 7,0984 1,742746 0,9985
(5,308348) (0,0126035) (0,008912)

2000 18968,83 7,18272 1,782151 0,9986
(5,17997) (0,0128295) (0,0090718)
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Cuadro 1 (contin.). Valores de , 22 y &° para Espafia. Desviaciones tipicas estimadas

entre paréntesis

Espafia- fy 1L 52 R2

lognormal

1900 7610,979 6,96552 1,062761 0,9975
(4,281377) (0,0120334) (0,0085089)

1910 7614,829 7,012887 1,079165 0,9975
(4,280091) (0,0122144) (0,0086369)

1920 7621,96 7,025287 1,107306 0,9977
(4,174949) (0,0125281) (0,0088587)

1930 7684,351 7,05515 1,142478 0,9977
(4,13726) (0,0128743) (0,0091035)

1940 7706,974 7,062808 1,181922 0,9975
(4,320335) (0,013301) (0,0094052)

1950 7711,78 7,086039 1,202717 0,9977
(4,173386) (0,0135308) (0,0095677)

1960 7717,208 7,033353 1,272214 0,9976
(4,219623) (0,0143045) (0,0101148)

1970 7791,69 6,82857 1,442019 0,9982
(3,71842) (0,0161668) (0,0114316)

1981 7889,339 6,631256 1,623441 0,9985
(3,379101) (0,0181122) (0,0128072)

1991 7916,954 6,534098 1,714716 0,9985
(3,454906) (0,0190795) (0,0134913)

2001 7892,812 6,540983 1,754564 0,9982
(3,772936) (0,0195229) (0,0138048)
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Cuadro 1 (contin.). Valores de f,, 2z y &° para Italia. Desviaciones tipicas estimadas

entre paréntesis

II:)ZI:::rmaI fo 2 4 R

1901 7676,142 7,78953 0,9154127 0,999
(2,753235) (0,0104247) (0,0073713)

1911 7672,715 7,843163 0,9313805 0,9991
(2,648972) (0,0106065) (0,0074999)

1921 8050,636 7,835906 0,9628311 0,9992
(2,598348) (0,0106981) (0,0075647)

1931 8054,081 7,838977 0,9912791 0,9993
(2,38133) (0,0110142) (0,0077882)

1936 8062,379 7,84206 1,009614 0,9994
(2,237987) (0,0112179) (0,0079323)

1951 8067,352 7,894767 1,049305 0,9994
(2,147735) (0,0116589) (0,0082441)

1961 8056,921 7,84784 1,100507 0,9992
(2,463067) (0,0122279) (0,0086464)

1971 8041,767 7,788053 1,185047 0,9992
(2,563667) (0,0131672) (0,0093106)

1981 8045,297 7,792515 1,245428 0,9994
(2,102519) (0,0138381) (0,009785)

1991 8057,702 7,795891 1,282116 0,9996
(1,721827) (0,0142457) (0,0100733)

2001 8068,104 7,803148 1,306614 0,9997
(1,473446) (0,0145179) (0,0102657)
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Cuadro 2. Valores de r,,q y a para USA. Desviaciones tipicas estimadas entre
paréntesis

USA g- F G a R?

exponencial

1900 12658,84 1,603419 0,0027559 0,999
(12,37365) (0,0032688) (0,0000141)

1910 16939 1,694559 0,0031086 0,9991
(14,08978) (0,0027492) (0,0000133)

1920 18457,28 1,709492 0,0030609 0,9991
(14,15269) (0,0025757) (0,0000122)

1930 19340,12 1,818757 0,003332 0,999
(14,61102) (0,0026694) (0,0000133)

1940 19454,64 1,8933 0,0032611 0,9991
(13,47561) (0,0025121) (0,0000121)

1950 1924177 1,975214 0,003091 0,9995
(9,194967) (0,0019319) (8,51e-06)

1960 19785,46 2,144436 0,0031838 0,9997
(6,949107) (0,0015544) (6,79e-06)

1970 19911,43 2,221329 0,0030247 0,9998
(5,661598) (0,0013473) (5,45e-06)

1980 20338,61 2,228124 0,0027042 0,9998
(5,206677) (0,00122) (4,41e-06)

1990 20191,54 2,325746 0,0028769 0,9999
(4,104436) (0,001043) (3,98e-06)

2000 20264,44 2,393507 0,0027802 0,9999

(3,904862) (0,0010135) (3,62¢-06)
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Cuadro 2 (contin.). Valores de f,,q y & para Espafia. Desviaciones tipicas estimadas

entre paréntesis

N - r A~ A 2
ceponentil ’ ! ) "
1900 9768,342 1,539363 0,0019318 0,9995
(8,919785) (0,0025706) (8,326-06)

1910 9737,746 1,569519 0,0019022 0,9995
(8,536555) (0,0024854) (7,89¢-06)

1920 9642,943 1,606816 0,0019348 0,9996
(7,541392) (0,0022763) (7,27¢-06)

1930 9599,185 1,658583 0,0019577 0,9996
(7,225424) (0,0022592) (7,20e-06)

1940 9545,302 1,698713 0,0020182 0,9996
(7,722284) (0,0024931) (8,09¢-06)

1950 9479,403 1,729926 0,0020183 0,9997
(6,729436) (0,0022309) (7,19¢-06)

1960 9344,968 1,834201 0,0023419 0,9997
(6,30277) (0,0022176) (8,12¢-06)

1970 8881,374 1,09013 0,0030433 0,9998
(4,450282) (0,0020147) (8,84e-06)

1081 8627,245 2,192375 0,0041819 0,9998
(3,438239) (0,0018711)  (0,0000106)

1991 8607,263 2,359453 0,0053741 0,9998
(3,54808) (0,002003) (0,0000144)

2001 8644,453 2,478272 0,0061204 0,9997
(4,134219) (0,0022863)  (0,0000188)
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Cuadro 2 (contin.). Valores de r,,G y & para Italia. Desviaciones tipicas estimadas

entre paréntesis

i - r A ) 2
:efpl)ljngntial o | ] i
1901 9217,565 0,9955913 0,0003635 0,9989
(8,965359) (0,003305) (2,19¢-06)

1911 9128,744 1,007638 0,0003498 0,9991
(8,35108) (0,0031358) (1,98e-06)

1921 9522,924 1,068256 0,0003819 0,9993
(7,643256) (0,0027875) (1,88e-06)

1931 9404,778 1,108075 0,0003946 0,9994
(6,948147) (0,0026432) (1,80e-06)

1936 9313,638 1,118255 0,0003923 0,9994
(6,394332) (0,0025241) (1,69e-06)

1951 9174,556 1,52508 0,0003806 0,9995
(5,479968) (0,0022996) (1,46e-06)

1961 9114,941 1,224953 0,0004378 0,9995
(5,332345) (0,0023121) (1,64e-06)

1971 9008,062 1,369771 0,000551 0,9996
(4,735081) (0,0021592) (1,84e-06)

1981 8863,086 1,470554 0,0005982 0,9998
(3,715982) (0,0018076) (1,62e-06)

1991 8751,159 1,515978 0,000609 0,9998
(3,110422) (0,0015959) (1,43e-06)

2001 8683,71 1,548455 0,0006143 0,9998
(2,853292) (0,0015113) (1,34e-06)

Nota: Por definicién >1. La estimacion puntual para Italia en el afio 1901 no satisface

esta restriccion por milésimas, aunque la condicion se cumpliria al considerar la

estimacion por intervalo.
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Cuadro 3. Wilcoxon (Rank-sum test) test para la q-exponential

USA

Afio 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000
p-valor 0,4662 0,4519 0,4360 0,4132 0,4718 0,619 0,7635 0,845 0,8948 0,9829 0,9620

ESPANA
Afio 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1981 1991 2001
p-valor 0,7673 0,7845 0,8252 0,8588 0,8372 0,8817 0,9123 0,9448 0,9973 0,9289 0,8912

ITALIA
Afio 1901 1911 1921 1931 1936 1951 1961 1971 1981 1991 2001
p-valor 0,9077 0,529 0,5615 0,6093 0,6242 0,6619 0,6587 0,7049 0,7869 0,8245 0,8536

Ho: La distribucién sigue una -exponencial
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Cuadro 4. Wilcoxon (Rank-sum test) test para la lognormal

USA
Afio 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000
p-valor 0,0252 0,017 0,0078 0,0088 0,0208 0,0464 0,1281 0,1836 0,2538 0,323 0,4168
ESPANA
Afio 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1981 1991 2001
p-valor 0,5953 0,6144 0,6233 0,6525 0,4909 0,5792 0,6049 0,522 0,5176 0,622 0,7212
ITALIA
Afio 1901 1911 1921 1931 1936 1951 1961 1971 1981 1991 2001
p-valor 0,2081 0,2205 0,2352 0,291 0,2864 0,3118 0,2589 0,272 0,382 0,4671 0,5287

Ho: La distribucion sigue una lognormal
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Gréfico 1. Zipf plots, empirico y tedrico con la g -exponencial.
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Gréfico 2. Zipf plots, empirico y tedrico con la lognormal.
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Gréfico 3. cdf plots, empirico y tedrico con la g -exponencial
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Grafico 4. cdf plots, empirico y tedrico con la lognormal
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Frequency
1000

Grafico 5. Histograma de ciudades de Espafia en 1900. Poblacién en niveles
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Gréfico 6. Histograma de ciudades de Espafia en 1900. Poblacién en logaritmos
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