Xl Encuentro de Economia Aplicada
Salamanca, 5-7 de junio de 2008

Sobre la estimacion del parametro de grosor de cotie
la distribucion de variacion regular en procesos
GARCH

Sensibilidad de las estimaciones a la distribucionpropiedades de las
innovaciones, errores de especificacion de la vanaa condicional,
estimacion de los parametros GARCH vy estabilidad ha agregacion

Afonso Rodriguez, Julio Angel
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Departamento de Economia de las Institucionesdisiza Econdmica y Econometria
Instituto Universitario de Desarrollo Regional (18D
Facultad de CC. Econémicas y Empresariales
Camino La Hornera, s/n. Campus de Guajara. 3820RAGUNA
Tenerife. Islas Canarias
Tfno.: 922.317041, Fax: 922.317042
email: jafonsor@ull.es

RESUMEN:

Los modelos de heterocedasticidad condicionadami@@atipo GARCH representan en la
actualidad una de las herramientas econométricasimgdortantes en la descripcion de los
procesos de rendimientos de activos financierostosEsmodelos permiten capturar
razonablemente las principales caracteristicast@s geries de rendimientos: distribuciones no
normales con colas pesadas, agrupamiento de ldlidald, etc. Habitualmente la estimacidn se
realiza empleando maxima verosimilitud bajo dissntdistribuciones de las innovaciones
(gaussiana, t-Student, GED, mezcla de normaleg]a.)nferencia se realiza cominmente bajo
el supuesto de consistencia y distribucién astddthormal, independientemente de la
distribucion utilizada. Sin embargo, Berkes y Honvé2003) indican cierta cautela en relacion
con el supuesto de consistencia puesto que conéstarcon el nUmero de momentos finitos en
la distribucion de las innovaciones, mientras quleosth y Starica (2000) establecen la que las
distribuciones de dimension finita de la soluci®@trietamente estacionaria de un proceso
GARCH(1,1) es de variacion regular con parametrgrdsor de col > 0, de forma que las
distribuciones marginales caen en el dominio dacetdn de una ley estable tipo Lévy-Pareto.
Basrak, Davis y Mikosch (2002) extienden estosltadas al caso GARCI(q). A través del
cumplimiento de una condicion de existencia de nmimeStarica y Pictet (1997), Berkes,
Horvéth y Kokoszka (2003) e Iglesias y Linton (2pprponen un estimador de

Motivado por estos recientes descubrimientos, €e &mbajo revisamos los principales
resultados relativos a las caracteristicas de dailelicion marginal de colas gruesas de un
proceso GARCH(1,1) y las implicaciones sobre lan@fcia en relacion con la posibilidad de
estimar el parametre que gobierna las propiedades fundamentales dedestducion y el
comportamiento de los estadisticos habituales basau un proceso GARCH. Examinamos las
principales caracteristicas del estimadokd®opuesto por Starica y Pictet (1997) e Iglesias y
Linton (2007) con el objeto de una mejor interprita de los resultados que se obtienen en
aplicaciones con datos reales. Esta metodolog@pléea también a datos reales de tipos de
cambio ($/euro, yen/$ y $/libra esterlina).
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1. Introduccioén

Es ampliamente conocido que los modelos GARCH pemrdescribir algunas de las
principales caracteristicas empiricas de las ségi@porales financieras o econdémicas
de alta frecuencia como exceso de curtosis (prbbathes significativas de
observaciones extremas), varianza posiblementatafiagrupamiento de la volatilidad,
... Los resultados recientes de Mikosch y Staric®d@2§ Basrak, Davis y Mikosch
(2002) proporcionan una justificacion formal a es@pacidad de replicar estas
propiedades al caracterizar la naturaleza de vaniaegular con colas gruesas de las
distribuciones de dimension finita de los proceS@fkRCH asi como las distribuciones
marginales tipo Pareto con estructura de ley dengt basicamente caracterizadas por
un parametro,k, que gobierna la forma y principales caractedstidde estas
distribuciones. Ademas, en relacion con los prouesitos de inferencia en modelos
GARCH, el valor dex determina la diferencia entre la aplicabilidadladey de los
grandes numeros y el teorema central del limitdiem la convergencia en ley y
distribucion a distribuciones estables como muedtt&osch y Starica (2000), Hall y
Yao (2003) y Mikosch y Straumann (2006).

En este trabajo revisamos algunos de los prin@padsultados establecidos en estas
aportaciones y nos centramos en dos propuestadgasiimacion del parametro de
grosor de cola de la distribucién que a diferencia de los estimadores tipo Hill7&)9
basados en un cierto numero de estadisticos de @ueeriores de la distribuciéon
condicional, hacen uso de la estructura partialdalia distribucion incondicional de los
procesos GARCH. Estas son las propuestas de Staftetet (1997) y de Iglesias y
Linton (2007). En particular, realizamos un pequesiudio sobre el comportamiento y
principales caracteristicas de estos estimadosggcmlmente dirigido a la aplicacion

practica de los mismos.



2. GARCH(1,1): representacion, estacionariedad estta y

distribucién marginal de variacién regular

Para describir las caracteristicas basicas de rawdrées temporales de rendimientos

de activos financieros, modelos de la forma

r,=z.h(@® t=1,..T (2.1)
se han convertido en muy populares. Bajo el supuést que el proceso de
innovacionesz, tiene media incondicional nula, varianza unitgries independiente de

r-i, i >0, h(B) es la varianza condicional o volatilidad estocastler;. De entre todas

las parametrizaciones existentes lfi(d), en este trabajo nos ocuparemos del modelo
GARCH(1,1) debido a Bollerslev (1986), dado por

h(B) =0, +0,r2,+Bh_«8), 6= (a0, ai, Ba)

dondeap > 0,a; > 0 y[3; > 0 para asegurar la positividad de la varianzadicional.
Puesto que en lo que sigue en este trabajo, lokadgs parecen ser aplicables tanto en

el caso de queh (@) describa la varianza condicional del proceso threente
observable de rendimientoscomo en el caso de qug(0) sea la varianza condicional

del término de error de un modelo de regresiémo ARMA para los niveles de la

serie,ry = W + &, & = zVh(8), consideraremos en general esta Ultima represéntac

con h(8) de la forma

h(8)=a,+ C‘1“:t2—1+ B.h-4(6) (2.2)

Si las innovaciones en (2.1) vienen dadas por onggsoi.i.d., el proceso GARCH se
denomina GARCH fuerte, mientras quezsviene dado por un proceso estrictamente
estacionario y ergodico, se denomina GARCH senmiduee forma que en este caso la
dinamica del comportamiento @deno viene dado Unicamente por la evolucion de la
varianza condicional, puesto que el procaspuede presentar correlacion serial. El
proceso de varianza condicional GARCH(1,1) es d#hite estacionario si se cumple
que 0 <a; + B < 1, de forma que la varianza y la estructura deaganzas y
correlaciones incondicionales esta definida y egafi Sin embargo, el analisis que se
llevard a cabo en este trabajo requiere la estademad estricta del proceso
GARCH(1,1) que, en general, determina un espacenpgtrico admisible mas amplio.
Basrak, Davis y Mikosch (2002) establecen el ragioltde que la distribucién marginal

estrictamente estacionaria de un proceso GARCH@darmente variable, es de cir,



que las colas de esta distribucién son de tipot®greor lo tanto, de colas pesadas. La
variacion regular de la distribucién conjunta @@, {(8)) proporciona evidencia sobre

las propiedades de los momentos del proceso asb cewbre la estructura de
dependencia entre observaciones préximas (propedeudxing) (ver, por ejemplo,
Carrasco y Chen (2002) y Lindner (2007)), fundamlgndra establecer las propiedades
de la distribucion asintética de los estimadorebbdg@arametros y de estadisticos como
las funciones de autocovarianzas y autocorrelasiomeiestrales de un proceso
GARCH. La variacion regular de estas distribucioegsina consecuencia del hecho de
que los cuadrados de un proceso GARCH estaciopagden ser incrustados en una
ecuacion de recurrencia estocastica (S&Bchastic recurrence equatipnPara este
tipo de ecuaciones recursivas existe una teorinzada debida a Kesten (1973) que
proporciona condiciones para la existencia de wmizalsolucion estacionaria al sistema
y que describe el comportamiento de las colas ddidaibucion de la solucion
estacionaria. Liu (2006) extiende estos resultamlosaso de la familia de procesos
GARCH de He y Terasvirta (1999) que incluye comsosaparticulares muchas de las
especificaciones tipo GARCH(1,1) habitualmenteza#das en la practica.

2.1 Representacion SRE: unidimensional y bidimensial

Representacion SRE unidimensional:

Haciendo uso de la representacion

& =2h(®) 23)
para el cuadrado del proceso GARCH, la ecuacion GAR,1) puede escribirse como
h(@)=a,+ (0(142-# B)hy(6)=a,+ A(6) h{6) (2.4)

Mediante sustituciones recursivas y considerande @l proceso comienza
indefinidamente lejos, se tiene que, hacie||1_c|cj)=lyoAfl(e) =1,
N@=a,3[]A,@+ O A O - H@=aS[]A® s @9

=l L i1 =
donde h, (B8) es la Unica solucidon estacionaria en distribuci@sumiendo que las
innovaciones del proceso samd., por aplicacion de la ley fuerte de los grandes

nameros, la secuenci r.n_ _(0) -0 c.s. cuandom - o bajo los supuestos
j=1 ]

In"(A,(0)) <o y E[In A(6)] <0. Por otro lado, bajo los mismos supuestos, la



secuenciazinllﬂij;llA_j(e) converge a un limite finito y, por tantb, (0) esta bien
definido.

Representacion SRE bidimensional:

La representacion bidimensional del proceso coojUBARCH(1,1), (€7,h(8)) =

(z2h(8), h(B)) de la forma
2 2 2 1
( ¥ j=A(e)[ o j+Bt(e), At(e){‘“l mj, Bt(e)=ao( j (2.6)
h(6) h..(6) a B 1
permite encontrar la solucién estacionaria en idistion del proceso bidimensional
(¢2,h(8)), asi como la distribucion marginal de cada untbde&omponentes, haciendo

uso de los resultados generales de Kesten (19T@ynaAtivamente a (2.6), se puede

escribir de forma equivalente como

e ) €2, ([ Z 0 _( Oj
=A@ B,(8), A(B)= R , B.(8)=
(hﬂ(e)] Al )(h(e)}L ©). A(6) ([31"'2[0(1 OJ (6) a

que proporciona los mismos resultados. LlamanNdo= (¢7,h,,(8)), se tiene la

representacion recursiva siguiente:

Y= [ A a0 +BO)+ 3 B O] A0 @7

2.2 Condicion de estacionariedad estricta

A partir de la representacion (2.7), el resultadmdhmental para establecer la
estacionariedad estricta y la representacion caued del proceso GARCH conjunto,
viene dado por el valor negativo del denominadooagpte superior de Lyapunov,
definido como

V)= lm-Zin [| A ©)--A, em&g{%E nlk @ )A, & )}HCS-

donde para una matriz cuadrada |A|| = supg=1X-A| (norma supremo). Dada la

estructura de las matricés(0) en cualquiera de las representaciones anterisees,

verifica la relacion A (6)-A.,,(0)= (@,z>,+B,)-A @)i=1,..n- ., de forma que en el

caso GARCH(1,1)y(8) toma la forma simple(6) = %Zn: E[in A(0)] .

i=1

Proceso GARCH(1,1) fuerte:Puesto que en este caso, las innovaciones retapsen



procesd.i.d., es inmediato comprobar que

y(6) = E[In A(6)] = HIn(a, 7% +B)]

Proceso GARCH(1,1) semi-fuerteEn este caso se asume que las innovacianssn
un proceso estrictamente estacionario y ergédicongedia nula y varianza unitaria,
presentando, por tanto, un cierto grado de deperaerial o correlacion. Asi, la

secuencia de funcione8(0) = alzf_j((-))+ B; forma un proceso estrictamente

estacionario y ergddico, de forma que por la legrtki de los grandes numeros para
estos procesos se verifica que la condicion deiest@iedad estricta y convergencia en
distribucion a un limite no degenerado viene dadol@ misma condicion que en el
caso GARCH fuertegy(8) = E[In Ay(B)] < O (ver Dahl e Iglesias (2007)).

Solo en algunos pocos casos particulares se pusdaep una expresion dgg) que
puede ser evaluada analiticamente para valores didios parametros GARCH. En el

caso ARCH(1) 8, = 0), se tiene qug®) =In(a;) + 2E[InZ ]. En el caso GARCH(1,1),

Nelson (1990) (Teorema 6) proporciona expresiompsictas paray(0) en el caso de
innovaciones N(0,1) y estandar Cauchy (con fundiémlensidady(z) = 1/((1+7)) de
la forma:

N(0,1):

N(0,1):y@®)=1In(2a,)+ w(1/2)+ (2B, /gl)‘“qu(% ,1.58, /alj— B, b, )F, 1L1,2,1.8, /2,
dondey(-) es la funcion psi de Euleb() es una funcion hipergeométrica confluente y
oF2(+) es una funcion hipergeométrica generalizada.

Estandar Cauchy:6(3 2I{*+a;”

En cualquier otro caso, la evaluaciony@® requiere, en general, integracion numérica
o evaluacion mediante simulacion. Si ademas décamse la condicion de negatividad
del exponente de Lyapunoxf)<0, se tiene qu&ln™||A,0) |k y EIn"|B,(8) K«

entonces la serie definida por
Y, =B(6)+) B, (9)|'l A .(0) (2.8)
i=1 j=

converge casi seguro a un limite no degenerado Yyae8nica soluciéon causal
estrictamente estacionaria de (2.6). La condiciénedtacionariedad estricta es mas
débil que la condicidbn de estacionariedad en camasd, de forma que en el caso

GARCH(1,1), la restriccion 0 &1 + [3; < 1 que determina esta ultima implica aquélla.



2.3 Distribucion marginal de variacion regular

Bajo un conjunto de condiciones adicionales a &sbéecidas en el apartado 2.1 (ver,
por ejemplo, Basralet.al. (2002) o Starica y Pictet (1997)), las distribmei® de
dimensién finita de la solucion estrictamente éstwria deY; son regularmente
variables, donde la distribucion marginal del peac6&ARCH estacionario exhibe un

comportamiento de ley de potencia tipo Pareto nditék, de la forma
P(L,(8) > X) ~ ¢ X™, X- o, U/(6) a/@

y

P(le, P x)= PO, @)z P ¥~ E(z1 )P0, 8 > X

con

G = El(a, + A(6) h(8)" ~(A(6) i(O)'] _
KE[A;(6)In A(6)]

y dondex O (0, Kg], un entero no par, viene dado por la Unica séhuaila ecuacion

0=Im=InE[|A ), 8)]

que en el caso GARCHY(1,1) viene dado simplementéapecuacion equivalente

E[(a,7 +B)"] =1 (2.9)

Asi, kK determina el indice de la distribucion marginalvddaciéon regular a infinito de
la solucion causal estrictamente estacionaria &feh(8)) y, como consecuencia,
determina qu&; = (k/2) es el indice de la distribucién regularmentealde aco y —co

del procesog;, vi(0)). Ademask determina el maximo momento (fraccional) finito de
la distribucion de €,h(8)) en (2.8), denominado en Berkes, Horvath y Kokaszk
(2003) exponente de momento maximo. Asi,nsies el mayor entero positivo
estrictamente menor que entoncesn es el orden del maximo momento finito de la
distribucién incondicional regularmente variable(eg h () ).

Puesto que la ecuacion (2.9) dependekd® y de la distribucion asumida de las
innovaciones que puede depender de algun pararteteonjunto de parametros)

adicional,n, se puede escribir de forma alternativa como
W(x,8|n)=E[(@,% +B,)]-1=V,(8]n)-1=0 (2.10)

Empleando un desarrollo en serie binomialgéd|n) en (2.10) se tiene que



K - K
VK(GIn)=BlZ(kj (0, /B E(Z)
k=0
de forma que tanto los valores de los coeficie®&RCH(1,1) como las caracteristicas
de la distribucion de las innovaciones influiranl@meterminacion del valor numeérico
dek como solucion de (2.10). Cuanto menos gruesaslagaolas de la distribucion de
las innovaciones (bajo simetria), mayor seré erermgel nimero de términos sumados

hasta alcanzar el valor unitario en la funciri@|n) y, por tanto, mayor sera el valor

de K. Sin embargo, incluso para distribuciones no axagsente leptocurticas de las
innovaciones, bajo determinadas combinacionesog@;) el resultado puede ser un
valor relativamente bajo de indicando asi el caracter leptocurtico de larihgtion
marginal estacionaria del proceso GARCH(1,1).

La existencia de una unica solucion posible a le€ién (2.10) para uk = 0, puede

comprobarse teniendo en cuenta qu&,0|n) es una funcion continua y estrictamente
convexa erk, Y(0,0|n) = 0 y Y(k,0|n)=« parak=k, suficientemente grande, de

forma que esta funcidén admite una Unica solucida plyin 0 « < k.
Existen pocos casos donde esta ecuacion toma una #malitica explicita que permite
encontrar numeéricamente la solucion de forma relatente simple. En el caso

ARCH(1), B1 = 0, (de Haaret.al. (1989)) se tiene que la soluci@nviene dada por la

K

solucién no nula deE[Z*] =a;* que, en el caso de distribucién normal para las

innovaciones, queda de la formék +1/2)= Jﬁ(ml ye.

En el caso GARCH(1,1) integrado (IGARCH(1,1)), laiaa solucién para todos las
combinaciones de valores tales qye- 31 = 1 es par& =1,

El(a,7 +B)"] = Bl +o z-1)"1= H Z+B(1- 9)1=0 - k=1.

En cualquier otro caso, no existe una solucioniticealpara esta ecuacion, de forma que

debe ser evaluada numéricamente para determinaloel(aproximado) de.

2.4 Condicién de existencia de momentos de la digmcion marginal
Bajo la condicion de estacionariedad estricta, fosmentos de ordenn® de la
distribucion marginal de;, param [ (0, «), vienen dados por

E(e:™) = E(Z™) H |T(8)) (2.11)

donde, a partir de (2.5) y en el caso de innovasdond. con momenta2m-ésimo



finito, se tiene que por aplicacion repetida dedsigualdad de Minkowski que

EW@W%%FﬂiHM@}NS%iﬁﬁwwm

existe solo si la serie de potencias final es cayerge, es decir, Si
Ya(81n)=E(A'(®)) = E((@, % +B,)") <1 (2.12)
para todam O (1, »)*. Por tanto, (2.10) determina el méximo valomtpara el que se

verifica la condicion (2.12) de existencia de motoeRor el contrario, la desigualdad
E((0,7% +B)") 21
implica que tantoE(H(8)) como E(¢*) son infinitos, puesto que a partir de la

representacion como serie binomial e (8)) se tiene que

00

E(h'(8)) = H(o,+ A4(6) h(8))] = Z(SO‘ZE[ AL (BR8]

=ELA(OIE (0] + 3 werasona v

y dado quey > 0,
E(h'(©))>H A0 £ 11(68] = EN(9] E &0
lo que implica que esta relacion solo es posibl&@y (8)) =«. Sim es un entero

positivo, entonces (2.12) implica que para tkdom vy, (0|n) <1, de forma que
E(hm(ﬁ))=;zm‘,(mjﬂéE(ﬁ”(e))vm_k(eln)@o

1-v,@ )i\ k
(ver Bollerslev (1986), He y Terasvirta (1999), d.ig McAleer (2002) y Liu (2006)).
Nelson (1990) (Teorema 6) proporciona expresiongdi@tas para el momento de
ordenm de Ay(B) en el proceso GARCH(1,1) en el caso de distriouaiormal y
Cauchy estandar. Una consecuencia inmediata derestéado es que un proceso
GARCH no tiene momentos finitos de todos los érdemeluso si la distribucion de las
innovacionesz, tiene soporte no acotado (es decir, momentoso$inite todos los
ordenes), de forma que en general los procesos GARGdran colas pesadas. De

forma similar al resultado anterior, el momemteésimo de la distribucion marginal

! Ademas, por la desigualdad de Jensen para furcimmeexas, se tiene que
E(A'(8)) = E(A(6) A7 () 2 K A®) & A°(8))
Asi, E(A'(8)) <1 implica que E(A"(6)) <1.



estacionaria de; viene dado porE(|e, [")=E(|z [')E(H"* @)), que sera finito si y

sélo siy,,,(8,n) = E[A*(0)] <1,1< k< m.

Por definicion de un proceso GARCH, la distribucida las innovacioneg: es
desconocida, de forma que supuestos sobre lasterdsticas de la misma son
puramente hipotéticas. Sin embargo, éstas detemnpirtpiedades fundamentales de la
distribucion asintética de los estimadores de Esumetros GARCH y de estadisticos
tales como las funciones de autocovarianza y atrelacion muestral del cuadrado de
un proceso GARCH, como han establecilikosch, T. y C. Starica (2000) (ver
también los trabajos recientes de Hall y Yao (2003)likosch y Straumann (2006)
sobre los resultados aplicables en los casos @d&aciones con distribuciones de colas
pesadas y estables o de varianza infinita, resfaecénte). Berkes y Horvath (2003)
establecen la consistencia y normalidad asint@tetastimador QMV bajo normalidad
condicional de los parametros GARCH bajo la corddiale existencia de, al menos, la
varianza K > 1) y momento de cuarto ordenx 2), respectivamente, de la distribucion
de las innovaciones y establecen la conexion datrasa de consistencia de este
estimador y una condicién de existencia de momiatzional dez de la forma,

TS, -0|0% - 0 E|Z [<oo K v< -

que en la practica se verificara a partir de ladoman de existencia de momento solo si
K = 2. Por otro lado, Berkes y Horvath (2004) estabieesultados similares en el caso
de la estimacion QMV bajo distribuciones condiclesalistintas de la normal. Bajo un
conjunto de condiciones de regularidad verificatkdebre las caracteristicas de la
distribucion asumida para las innovaciones y lastercia de momentos de orden
superior al segundo, establecen la consistenciaegsra del estimador QMV @&e Por
todas estas razones, resulta muy importante emalgiga verificar la condicién de
estacionariedad estricta (directamente o bien mesdita condicion mas fuerte de
estacionariedad en covarianza) y tratar de detameinvalor del parametno de indice

de cola o de grosor de cola de la distribucioncestaria.

3. Estimacion del parametro de grosor de cola

Existen diversos estudios, teéricos y empiricodatives a la estimacion del
denominado parametro de indice de cola que detaretinomportamiento basico de la

funcién de cola superior de una distribucion reguente variable, que es una



condicion necesaria y suficiente para que dich#iloigion pertenezca al dominio
maximo de atraccion de una distribucion de valdreewo tipo Frécheti(a), a>0 de la
que forman parte las distribuciones de colas anabagran interés en aplicaciones
financieras. La gran mayoria de estos trabajos eamplla aproximacion
semiparamétrica de Hill (1975), basada en el supuds que la distribuciomi.d.
subyacente de los valores extremos cae en el domidiximo de atraccion de la
distribucion de valor extremo de Fréchet. La estioradel indice de cola basada en
méxima verosimilitud condicional implica la eleagide un umbral que determina la
fraccion de la muestra de observaciones extremaggerielas para implementar el
estimador y que resulta ser esencial para el w#dentre sesgo y varianza. Huisman
et.al. (2001) proponen un promedio ponderado de estireadde Hill para diferentes
valores del umbral que permite corregir por el sedg infraestimacion en muestras
finitas, mientras que Wagner y Marsh (2005) examilzs propiedades en muestras
finitas de estimadores tipo Hill adaptativos b@alase de distribuciones marginates
student, incluyendo modelos GARCH, y proponen ypraxamacion para la correccion
por sesgo de las estimaciones basadas en el nmemlerado. En el contexto general
de la aplicacion de este estimador a series tenggsofmancieras, que generalmente
presentan dependencia de largo plazo, es querla sntética desarrollada se basa en
el supuesta.i.d. de forma que, como obtienen Kearns y Pagan (188#¥ otros,
ademas del sesgo en muestras finitas, la variamzdaddistribucién asintética
convencional sobreestima la varianza del estimadaste caso. Hsing (1991) establece
que bajo dependencia serial lineal, el estimadorHilé es aun consistente y
asintoticamente normal con las mismas tasas desogencia que en el casod., pero
con diferente varianza. Quintesal. (2001) demuestran que en el caso de dependencia
ARCH(1) o GARCH(1,1), el estimador de Hill tiene rdasma distribucién asintética
que en el caso de dependencia lineal. Sin embarg@l contexto de procesos tipo
GARCH, caracterizados por una distribucion margesthcionaria de colas anchas, la
evidencia en estos y en otros muchos trabajos andiferencias sustanciales en las
estimaciones resultantes de este parametro y &bdatad de los resultados obtenidos
a la estructura del modelo GARCH en términos devklsres de los parametros y
distribucion asumida para las innovaciones. La lpesinconsistencia de estos
resultados puede ser debida a que el estimadorillgyHsus variantes) capturan
Unicamente el comportamiento de las colas de failaision condicional, y esto no

parece ser suficiente para una buena descripciona deerosimilitud de valores
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extremos, de forma que parece mas apropiado emaldestribucion condicional en su
conjunto para describir las colas de la distribndi@condicional y de aqui la de los
datos observados. Esta es la base de la propoeséhde Starica y Pictet (1997), luego
refinada por Mikosch y Starica (2000), Berkes, Htinvy Kokoszka (2003) e Iglesias y

Linton (2007) que describimos a continuacion.

3.1 El estimador de Starica y Pictet (1997)

Starica y Pictet (1997) proponen obterezvaluando directamente la condicion (2.10),
mediante integracidon numeérica, asumiendo una bligtion particular para las
innovaciones y empleando en lugarode3; las estimaciones de estos coeficientes por

maxima verosimilitud bajo normalidad condiciona,d&cir,
W(k,8; [N)=El(G,% +Byr)1-1=0 (3.1)
de forma que la soluciér, = K(éT In) depende sdlo parcialmente de los datos a través

de las estimaciones @ Tomando éstas como dadas, se trata entoncesdetiem la
solucion dé
. N O
E[(al,TZ(Z) +Bl,‘|’) ] :Z(kjan 1,Tk g iﬂ =1
k=0
en términos d&. Puesto que la funcion (3.1) tiene derivadas noas de primer orden

en el entorno deé(lvT,ﬁH) y derivada de primer orden no nula eﬁnm(,ﬁﬂ), por

aplicacion del teorema de la Funcion Implicita sede concluir que esta solucion es
Gnica y permite determinar la distribucion asim@tnormal del estimador resultante,
aungue con una tasa de convergencia no especifieatiapropuesta presenta una serie
de inconvenientes que comentamos a continuacion.

A. Se requiere la evaluacion numérica aproximaddadtegral resultante para un
conjunto de valores admisibles ek [0 (0, Kmay, que, en general puede requerir un
cierto esfuerzo computacional, especialmente paeatas distribuciones de las
innovaciones.

B. En el mismo sentido, se requiere imponer un asfou distribucional para las
innovaciones para evaluar el valor esperado, dedajue podria hablarse de pseudo o

2 - . [k ' .
Puesto que los coeficientes blnomla((?(% se definen para uano entero en general, los factoriales se

expresan en términos de la funcién gamma.
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guasi-estimacién numérica de que puede diferir del resultado obtenido bajo la
“verdadera” distribucién de las innovaciones.

C. Para tener en cuenta la informacion contenid@sdatos respecto del parametro
en el caso de pardmetros GARCH estimados es prewssolo emplear sus

estimaciones en lugar d®, B; en (3.1) sino que también se requiere emplear las

innovaciones estimadasr,(éT) =et/\/h(éT) , en lugar de las hipotéticas= z(0), de
forma que la solucion se obtendria mediante evelnawmeérica de

ll’(K’eT m) = E[(al,thz(eT)"'Bl,T)K] -1=0
empleando integracion numérica aproximada o biganal estimacién no paramétrica
de la densidad de las innovaciones. De igual fooampbiaria la distribucion asintética

del estimador, puesto que a partir de la formalinada

~ ~ ,aKé
k@, 1) =K (@, [n)+ 6, -8, %

T

8,=6
se tiene, por el teorema de la Funcion Impliciteg, q

ok(8; [n) _ _(90(x.8, In)) aW(k.8, In)
08, oK 08,

y
0 .
P . 0Z(8;)
20,) |+a T
Z[(lT) 1T aeT

op(k.6: 1) _
e

T

1 07 (éT)j 0A(8;) _

G.72(8.) + 3 X X
{( 1% (8:) +B;1) %, 2.

admitiendo siempre la posibilidad de intercambiar dignos integral y valor esperado.
Por todo esto, esta propuesta interesante prebastante inconvenientes que hacen

cuestionable su utilizacién practica, salvo conmmera aproximacion.

3.2 El estimador de Iglesias y Linton (1997)

Mikosch y Starica (2000) realizan la primera pragtaele estimacion dea través del

analogo empirico de (3.1), definido como
A 1G o n A . A A
Wr(k,8) =2 Y A @)1 A@:)=6,,ZO:)+B, (3.2)
t=1

Berkes, Horvath y Kokoszka (2003) siguen la profaude Mikosch y Starica (2000) y

refinan los resultados de consistencia y distrifbu@sintotica normal del estimador de

K utilizando el teorema ergddico y el teorema cérdil limite para martingalas.
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Posteriormente, Iglesias y Linton (2007) (IL), gexigan esta propuesta al caso de la
estimacion del parametro de grosor de eokn procesos ARMA-GARCH y GARCH

asimétricos que satisfacen la misma estructurepiesentacion SREjue el proceso
GARCH(1,1) en la seccién 2.1. Asi, el estimador = K(éT) se define como la Unica

solucion de la ecuacién estimable
N _1T K/2 10 _1TA 2 P K/2
WT(K,GT)—?ZA (eT)_l_?Z(al,th (eT)+Bl,T) -1 (3-3)
t=1 t=1

bajo la condicion numérica de calculo,

Ry =K(By): Wi(Ky,0,)=0,(T™?). (3.4)

En este caso, el parameikpcomo solucion de (3.3)-(3.4), es el parametrgrdsor de
cola de la distribucién estacionaria dg {h(0)), que se corresponde con un parametro
(k/2) de la distribucién estacionaria regularmentéaie de €7,h (0)). La solucion de

(3.3)-(3.4) puede obtenerse mediante un simpleegmde busqueda sobre una rejilla de

valores apropiados pakaK O R, .

Bajo un conjunto de condiciones de regularidadnelstéd sobre la distribucion de las
innovaciones y el comportamiento asintético delhestor de® que se satisfacen tanto
en el caso de innovacionesd. como en el caso del modelo GARCH semi-fuerte en
relacion con la estimacion QMV, Iglesias y Lintd20Q7) establecen la normalidad
asintética del estimador propuesto vy la tasa deergenciaT>? es mas rapida que la
de los estimadores tipo Hill, de forma que es étzamente més eficiente. Ademas,
desde el punto de vista tanto teérico como empiresulta recomendable emplear en
(3.2) o (3.3) las innovaciones estimadas reescalpdasto que forma de la ecuacion
estimable esta sujeta a dos restricciones basecksdistribucion marginal dg E(z) =
OyVar(z) =1.

En el siguiente epigrafe estudiaremos algunas tesisticas del comportamiento del
estimador de de IL (2007) que pueden servir de utilidad espeaate al analizar los
resultados de un estudio empirico con series fireag reales bajo el supuesto de
comportamiento GARCH. En el epigrafe 5 ilustrarenossresultados de este analisis
mediante un experimento de simulacion y, por Ultier el epigrafe 6 presentaremos

los resultados de la aplicacion a tres seriesmdimeentos diarios de tipos de cambio.

% En particular, consideran su aplicabilidad al césbmodelo GARCH asimétrico GJR-GARCH(1,1) de
Glosten, Jagannathan y Runkle (1993).
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4. Comportamiento del estimador IL (2007) de&

4.1 Parametros GARCH conocidos vs estimados

En primer lugar, analizamos el efecto de utilizes pardmetros GARCH estimados v,
especialmente, las innovaciones estimadas en caniparcon el caso hipotético de

parametros e innovaciones conocidas para expla=mrrésultados obtenidos en las
simulaciones.

Si los parametros GARCH fuesen conocidos asi camhovaciones, el estimador de
K se obtendria como solucidon de la ecuacion

W, (K, e)——ZA (©) = Blg(Kj(al/m ( Zi ( )j ;(Kj(alfsl)kuzk,T<e)—1

que depende tanto de la combinacion agf3{) como de los momentos muestrales de
orden X de las innovaciones teéricas. En el caso de pa@dsn@ ARCH estimados, las

innovaciones estimadas pueden expresarse en fudeidas tedricas a través de la

relacion zt(éT) = 7(0)y h(8)/ h(éT) , de forma que un desarrollo en serie de Taylor de

primer orden en torno@permite obtener la expresién
- 1 0lInh (6
z(8r) = z(8) -5 2(6) nag'( )(9 -0)= #0) - 2(9)%(9) (4.1)

de forma que la potencia-ésima de (4.1) viene dada por

2 (@)= =0 izk(—l)”*{fj @)

Asi, el momento muestral de ordendz zt(éT) puede expresarse como
fa 1< 2k /0 1 3 m 2k-m 2k km
Mokt (GT) :?z Z; (eT) = 22 22 (-1) m z Zz (e)fb nte)
t=1 m=0

es decir,

Mo (87) = o {Usz(G)+ Zik(e)(é“(e) 1)+22 - 1)””“( j( Z ”m(e)diif”“(e)j}

donde el factor 1/ puede provocar que estos momentos puedan haetateamente
pequefios rapidamente de forma que la contribucStémaninos de ordek elevado es
pequefia y, por tanto, la ecuaciéon

W (k,8;)= ZA(@) BNZ(KJ(dl,T/fsl,T)kuzk,T(éT)—l (4.2)

k=0
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se aproxima a cero para un valor iKdenas pequefio, es deck( ;) < k(B). Asi, la

estimacion de los parametros GARCH determina ufragstimacion de la magnitud
del parametro de grosor de celaSe puede obtener la misma conclusion empleando la

siguiente representacion de la ecuacion estimédk?g (

W, (k,8,) = W_(k,0)+ @, - e'iiap‘ () 4.3)
Tt=1 éT=9
donde
0 2 /A

aA (9) k-1 2 /A ~ az{(T)

% KA (e){;(len}au % }
y

0z’ (8;) __ .4 \8Inh(8,)

—_— - e -~

%, z'(6r) %,

Asi, se obtiene que el término final del segundemtiro de (4.3) tiene la forma,

. 13 é
(6, -9) = Z
t=1 t=1

T X 0
= ;Z AT(O) {(GT -0) { qu)] ~0, 7(0)0, (9)}

6,=6
que, en general, tiene siempre valor esperado o de forma que para el valor de
que determina qudE(W,(k,0)) =0, en (4.2) se tiene quE(lPT(K,(:)T))>O, aunque
cabe esperar que para un tamafio muestral includeradn predomine la consistencia

de la estimacion d@y ambas soluciones estén muy préximas.

4.2 GARCH(1,1) vs GARCH,q)
En segundo lugar, analizamos el efecto de un dea@specificacion en la ecuacion de
volatilidad condicional GARCH. Asi, si se suponeal proceso generador dees

GARCH(l,l), se tiene que las innovaciones vieneasipor

_ h(6,) _ _
0)=——=17(0 0,)- R® 6, =(a, a, 4.4
z(8)= h(e) Z( O)h(el) 7(8,) R®), 6,=(asa,h) (4.4)
con
A(B)=2a7(8)+h=37(6) RO+ (4.5)

mientras que si la correcta especificacion de lgamaa condicional es GARCHI()

(Pa=1),
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h(8,) =a0+iaist2—i (eo)"'iﬁj h—j (8,) =ao+i A B)h; (69

cone’;(8,) =27 (8,)h, (8,) ¥ A (8y) =0 Z.(8,) +(, , es decir,

h(80) =0ty + A (BN B+ A.(B)h.(6)

dondez(Bo), en el caso GARCH fuerte, representa las innov@&s con media nula y

varianza unitaria. Entonces, a partir de (4.5}iese que
E[A(8)] = tfi(:j( al “u(8) & R(O) (4.6)

sera en general distinto del valor esperado bagamlesto de correcta especificacion de
la varianza condicional, puesto que en ese &) = 1. Considerando la siguiente
relaciéon entre los parametros GARCH(1,1) y GARRG#H) para la constante y los

termino del primer retardo,a,=0a,+0, & =0a,+d,b =B,+d,, y Illamando

£,(6) =h(8,)-h(®,), se tiene que
€. (0) =B&,..(8) —h(d) +i A (8)h,(8)=BE_(8)-h(®)+ g, (8)

donde h(8,) =8, +08.7,(8,) +3,h_(0). Entonces, mediante sustituciones recursivas

se tiene que la diferencia entre la correcta vaaacondicional GARCHYQ) y la
especificada GARCH(1,1) viene dada por

£,(8) =BE(6) + B, (G189 - (5) (@)

que sera siempre positiva si los parametro de GAR@Mtoman los mismos valores
que los correspondientes en GAR@Jd) (es decir, sd = 0,i = 0,1,2), de forma que el
ratio R(8) > 1 [t y, por tanto, el error de especificacion supondra sobreestimacion
de k. Sin embargo, la evidencia apunta a que con wr de especificacion de esta
naturaleza, los coeficient®ds> 0, puesto que con el modelo GARCH(1,1) espexific
incorrectamente se recogera parte de la dinamidtidana través de un incremento del

valor de los parametros. En este caso, no se @peshdar un efecto general.

4.3 Modelo GARCH(1,1) semi-fuerte

En este caso, las innovaciones del proceso GAREfhidas como los términos de

error re-escalados, son estrictamente estacionagagodicas, pero no necesariamente
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independientes. Asi, si bien la condicion de estariedad estricta sigue siendo la
misma que en el caso GARCH fuerte, la condiciérexistencia de momentos de la

distribucion marginal y la estructura de momentosaoincide porque en este caso los

términos A_J.(e)=0(1z2_i () +B, no son ya independientes. Esto puede afectar a la

magnitud de la estimacion de aunque la evidencia de simulacidon que se presenta
posteriormente indica que el efecto se corrigeuahemtar el tamafio muestral y en
general supone una infraestimacibn decuando se asume una estructura de

dependencia débil para las innovaciones (AR(1) I)lAon coeficiente pequerio).

4.4 Invarianza ante agregacion temporal: leyes desealamiento en
procesos GARCH

Una forma de verificar empiricamente la naturaléeda distribucion estacionaria de
variacion regular de los procesos GARCH puede stingn tratar de determinar la no
invarianza de ciertas caracteristicas de dichailglision bajo agregacion temporal, es
decir, al cambiar la escala temporal de observad@mproceso. Starica y Pictet (1997)
examinan en este contexto el comportamiento aete la escala temporal empleando el
estimador de Hill (1975). En este epigrafe examowmnel comportamiento del
estimador IL bajo agregacion temporal del procesoimhovacion de un proceso

GARCH(1,1). En primer lugar, observamos que el mumeluestral de ordezk de las

innovaciones estimadag,, ;(6;) , puede escribirse de la forma

R mmq o . [T .
Mokt (8,)= _zz(t—l)mi- j(eT) = z u2k,t(meT)
= 193 t=1

de forma que en (4.2) se tiene que

~ A - [(T/m ~
W, (K,0;)= BITZ(EJ (dl,T /Bl,T)k { Z H 2k,t(m1eT)} -1

k=0

Puesto que (4.2) puede escribirse también como

s 1a = (KI2) .y o
wT(K,eT):_ssfk)(l)z( jaﬂ KE-1 (4.8)
T =k
donde
N (Tl A
S™(W=3 7®;) 0s w1 (4.9)
t=1

es el proceso de suma parcial del momento de a2kdmasado en los residuos o
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innovaciones estimadas en el modelo GARCH(1,1)nidief y estudiado por Kulperber
y Yu (2005) en el caso general GAR®H). A partir de la representacion (4.1), en el
Teorema 1.1 de Kulperber y Yu (2005) se establaceohvergencia uniforme del
proceso de suma parcial de momento de oidenun proceso Browniano mas un
término de correccion que dependen del momentmasho orden de la distribucion de
las innovaciones del proceso GARCH vy del términceder en la estimacion de los

parametros GARCH de la forma

1 aw :_1 K) _kuuk(alnh)(e) - j
Nl S v R e V6, -6) (4.10)

donde S™ (u) 222’] 7(8),0< &1 es el proceso de suma parcial de momento de las

innovaciones del proceso GARCH que, bajo el supuiesti. converge a un proceso

Browniano y,ux = E[ z']. Puesto que pama= 1, (4.9) puede escribirse como

~ (T/m ~

S0 = X 1E (=" m s | B @.1)
con S™(y(m) = $9(0)=0,y

S (M) = F9Cwa( )= B 0 B0 O

i [ VTERRE 76, g

de forma que la diferencia entre los procesos degagion de innovaciones no

j (4.12)

solapadasS™(y,(m) - $9( u,.( 1) converge también a un proceso Browniano

estandar (gaussiano), que presenta la propiedaditdafinidad o autosimilaridad, de
forma que bajo esta propiedad la distribucion de pceso depende basicamente de la
escala de observacion, es decir, del nivel de agrég.

Asi, si se define la secuencia de innovacionesgages bajo el supuesto de que son

variables flujo de la forma
Zmy @) =Y. 2y ;(0)  t=1,..,[T/ 1
j=1

entonces, bajo el principio de autoafinidad o dotdaridad de la distribucion dg, se

tiene que

d
Zm) (8) =T 2(6)
donde £ denota igualdad en distribucion, y dorlile 1/, cona = 2 en el casai.d.

normal. Entonces si la secuencia de variaBlé8) bajo agregacién temporal de las
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innovaciones, dada po,, (6) = alzf(m)(e) +3,, satisface la misma propiedad, entonces

se puede escribir de forma aproximada

d
A (8)=0,n° Z(8) +B, = AB) +a, Z(8)( nf -1)
Si se denota pat(0) la solucion de la condicion de existencia de mumenaximo a
partir del procesadA (B) (sin agregacion) y pat(m,0) a partir del proces®, (6), es

m

decir, para el que se verifica glie E[AK(En)'e’ (0)], entonces se tiene que si se verifica la

propiedad de autoafinidad,
E[ Al (8)] > B A°(9] =1
de forma que deberia observarse g, 0) <k(0), de forma que al aumentar el nivel

de agregacion disminuye el valorkleSin embargo, esto contradice tanto los resultados
tedricos presentados anteriormente como la evideampirica sobre la naturaleza de la
distribucion de un proceso GARCH al aumentar lademcia de observacion.

El hecho de que el valor estimado kletanto en el caso de parametros GARCH
conocidos como desconocidos, aumente con el nevelgdegacion de las innovaciones
(tedricas o estimadas) es totalmente consistemteelcoesultado de que la distribucion
marginal estrictamente estacionaria de los proc€8RCH es una distribucion de
variacion regular, con colas gruesas, pero en geme estable, que viene dada
parcialmente por la distribucion de las innovac®opero que tiene un caracter mas

complejo que el de éstas.

5. Resultados de simulaciéon

En esta seccidn presentamos un conjunto de ressltdeé un experimento de
simulacién que trata de reflejar algunas de laaataristicas analizadas en la anterior
seccién. En todos los casos se ha simulado un m@&®RCH(1,1) con el mismo valor
de los parametrosqg, ai, B1) = (0.05, 0.15, 0.65). Cada uno de los cuadrosiesiges
permite analizar varios aspectos analizados: et@fie la estimacion de los parametros
GARCH y de las innovaciones, el efecto de la distion asumida para éstas (normal,
t-student, distribucion generalizada del error (GEP mezcla de dos normales
independientes). En todos los casos se han estitnadmrametros GARCH por MV
bajo normalidad condicional (QMV). Se han consideraen general tamafos

muestrales relativamente pequefios y se ha condalela agregacion de las
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innovaciones bajo el supuesto tanto de variabigs iomo stock (ver Drost y Nijman
(1993)). En todos los casos se han realizado §fi¢aeiones, y en todos los cuadrados
aparece entre paréntesis el error estandar deagiioil Puesto que la estimacionide

se basa en la ecuacion (3.3), se refiere al paramdetgrosor de cola de la distribucién

marginal tipo Pareto dg. Los resultados pueden extenderse a la distribubice’ 6

h(0) haciendx/2.

Cuadro 1. Distribucién N(0,1)
Variable Flujo Variable Stock
K, (m,8) K, (m8,) K, (m,®) K, (m,8,)

T =100 m=1 12784 (3.053) 7.633 (6.499)
m=2  13.998 (4.756) 7.832 (6.378) 13.757 (4.537) 8.053 (6.943)

T =250 m=1  11.655 (1.787) 9.715 (6.307)
m=2  12.488 (2.674) 8.926 (6.601) 12.198 (2.518) 9.802 (6.843)
m=5  13.752 (4.635) 9.012 (6.463) 14.362 (4.787) 9.160 (6.926)

T =500 m=1  11.206 (1.369) 10.106 (5.425)
m=2  11.756 (1.893) 10.437 (5.413) 11.617 (1.807) 10.534 (5.684)
m=5 12747 (3.052) 10.569 (6.317) 12.781 (3.236) 11.214 (6.242)
m=10  13.889 (4.488) 10.694 (6.837) 13.903 (4.391) 11.230 (6.890)

T =1000 m=1  11.061 (0.982) 10.908 (4.295)
m=2  11.182(1.284) 11.153 (4.671) 11.216 (1.342) 10.919(3.961)
m=5  11.758 (2.106) 11.767 (4.751) 11.970 (2.103) 11.857 (4.541)
m=10  12.688 (2.950) 12.075 (5.278) 12.684 (2.692) 12.405 (5.391)
m=20  13.661 (4.409) 12.761 (6.491) 13.842 (4.655) 12.396 (6.699)

Cuadro 2. Distribucién T-Student, T(d)
Variable Flujo T(d = 6) T(d=9)
K, (m,0) K, (m,8,) K, (m,0) K, (m,8,)

T =100 m 8.585 (2.491) 5.911 (5.129) 9.755 (2.728) 6.732 (5.877)
m= 11.644 (4.049) 7.048 (6.394) 12.550 (4.113) 6.873 (5.912)
T =250 m= 7.409 (1.662) 7.213 (5.205) 8.524 (1.686) 7.707 (5.265)
m= 9.249 (2.472) 7.488 (5.755) 10.309 (2.458) 8.451 (6.224)
m= 12.803 (4.488) 8.282 (6.499) 13.317 (4.752) 9.114 (7.189)
T =500 m= 6.814 (1.228) 6.967 (4.096) 8.107 (1.301) 8.166 (4.329)
m= 8.475 (1.757) 8.434 (5.005) 9.635 (1.687) 9.202 (4.946)
m= 10.923 (2.909) 9.108 (5.901) 11.705 (2.825) 10.155 (5.986)
m= 13.117 (4.674) 9.742 (7.007) 13.386 (4.713) 10.691 (6.922)
T =1000 m= 6.438 (1.007) 6.557 (2.757) 7.717 (1.016) 7.851 (2.955)
m= 7.892 (1.413) 8.189 (3.559) 9.132 (1.264) 9.388 (4.259)
m= 10.148(1.997) 9.897 (4.993) 10.836 (2.004) 10.373 (4.762)
m= 11.585 (2.998) 10.343 (5.901) 12.334 (3.025) 11.301 (5.995)
m= 13.612 (4.545) 11.309 (6.899) 13.574 (4.523) 11.451 (6.701)

En general, se observa el efecto de infraestimat®dnal emplear la estimacion de los
parametros GARCH asi como de las innovacioné, ), aunque incluso para tamafos

muestrales moderados corio= 500 o 1000 los resultados estan muy proximos. Se

observa que el sesgo es tanto mayor cuanto maxlepta es la distribucion de las
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innovaciones, puesto que aun siendo consistensegstimaciones d@ basadas en
QMV bajo normalidad condicional, existe una pérdidaeficiencia.

Por otro lado se observa el efecto directo sobmadgnitud dex de la naturaleza de
colas anchas o estrechas de las innovacionesldemrecon la agregacion temporal de
las innovaciones, en todos los casos se observalyador dek aumenta con el nivel
de agregacion, contradiciendo el resultado espdrapoel supuesto de autoafinidad de

la distribucion marginal de un proceso GARCH.

Cuadro 3.
Variable Flujo

Distribucién MN(0,1;A,) (mezcla de normales)
(A, M =(0.50, 0.25) (A, M = (0.50, 0.50)

(\, 1) = (0.50, 0.75)

K, (m, 8)

R.(m,8.,)

K, (m, 8)

R.(m,8,)

K, (m,8)

R.(m,8,)

T=100 m=1 12.665(2.796) 7.264 (6.186) 12.717 (3.086) 7.910 (6.767) 12.524 (3.055) 6.839 (6.279)
m=2 14.258(4.834) 8.259 (7.234) 14.178 (4.660) 7.818 (7.136) 13.973 (5.034)  7.529 (7.141)
T=250 m=1 11.632(1.883) 9.462(6.980) 11.709 (1.922) 9.270 (7.639) 11.598 (1.833) 8.977 (7.417)
m=2 12.171(2.651) 9.664 (6.825) 12.264 (2.639) 8.786 (7.750) 12.503 (2.619) 8.523 (7.723)
m=5 14.039 (4.547) 9.248 (7.378) 14.096 (4.905) 8.519 (8.147) 13.857 (4.268)  8.386 (8.361)
T=500 m=1 11.213(1.263) 10.957 (6.185) 11.202 (1.329)  9.499 (7.922) 11.205 (1.339)  9.794 (8.735)
m=2 11.578(1.893) 10.607 (6.218) 11.631(1.919) 9.418 (8.811) 11.651 (1.945) 9.353 (9.053)
m=5 12568 (2.959) 11.068 (7.010) 12.800 (3.241) 9.330 (9.288) 12.809 (3.076)  8.438 (8.798)
m=10 14.149 (4.604) 11.273(7.822) 13.853 (4.529) 7.968 (8.708) 14.038 (4.732)  8.318 (9.125)
T=1000 m=1 10.901(0.931) 12.123(5.156) 10.999 (0.992) 12.153 (8.967) 10.998 (0.945) 10.832 (9.194)
m=2 11.246 (1.347) 12.184 (5.834) 11.124 (1.229) 10.690 (9.221) 11.170 (1.286) 11.247 (9.446)
m=5 11.773(2.013) 12.460 (6.289) 11.801 (2.055) 10.925 (9.535) 11.838 (2.065)  9.636 (9.929)
m=10 12.653(3.096) 12.537 (7.056) 12.797 (3.123) 9.128 (9.768) 12.682 (2.946)  7.786 (9.435)
m=20 13567 (4.271) 12.529 (7.497) 13.949 (4.491) 8.178 (9.899) 14.167 (4.652) 6.918 (9.617)

Nota. Mezcla de dos normales independientes:

z=(1-mz, +mz, ,(Z‘t) ~ N[(g) ,(%2 )\gzj} ,0° = 1/((1-TtY + 10N )

ParaA=0.5, al aumentar el valor deaumenta la contribucién del procesa@on mayor dispersion.

Cuadro 4.

Distribucién Generalizada del Error, GEDQ)

Variable Flujo

T =100

T =250

T =500

T =1000

333733333333
I ”H” LT T L | B T R | T
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-
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m=20

GED(u=0.5)

K, (m,8)

R.(m,8,)

GED(v=1.5)
K, (m,8)

R.(m,8.,)

4.083 (0.691)
5.310 (1.371)
3.629 (0.464)
4.434 (0.831)
6.651 (1.976)
3.473 (0.354)
4.067 (0.561)
5.487 (1.277)
7.638 (2.507)
3.340 (0.273)
3.868 (0.457)
5.038 (0.947)
6.602 (1.643)
9.064 (3.284)

3.403 (3.480)
3.628 (4.180)
2.609 (2.585)
2.949 (2.727)
3.511 (4.535)
2.144 (1.812)
2.071 (1.802)
2.157 (2.575)
2.365 (3.115)
1.728 (1.441)
1.837 (1.001)
1.721 (1.713)
1.674 (2.385)
1.753 (2.805)

13.508 (3.599)
14.622 (5.437)
12.215 (2.292)
12.786 (2.658)
14.109 (4.700)
11.515 (1.614)
11.965 (2.004)
12.910 (3.081)
13.799 (4.691)
11.163 (1.139)
11.635 (1.567)
11.854 (2.104)
12.872 (3.113)
13.972 (4.594)

7.991 (6.748)

8.182 (7.233)

9.776 (6.878)
10.286 (7.020)
10.164 (7.522)
11.412 (5.901)
12.077 (6.253)
11.234 (7.017)
11.628 (7.602)
11.874 (4.583)
12.501 (5.124)
12.287 (5.060)
13.195 (6.358)
12.729 (6.701)

Nota. Si 0 <v < 2, la distribucién GED es de colas pesadas. Par&, la distribucién es normal, y de

colas ligeras para > 2.
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Cuadro 5. Innovaciones serialmente correlacionadd§&ARCH semi-fuerte)

Innovaciones AR(1) gaussianas: Innovaciones MA(1) gaussianas:
Z =@z + U (@=0.15) Z = U — QU (@=0.15)

Variable Flujo

K, (m, 8)

R.(m,8,)

K, (m,8)

R.(m,8.,)

T =100 m=1  12.816 (3.174) 7.816 (6.511)  13.033 (3.198) 7.169 (6.014)
m=2  14.054 (4.798) 7.817(6.972)  13.849 (4.414) 7.751 (6.918)

T =250 m=1  11.715 (1.868) 8.388 (5.699)  11.688 (1.856) 8.577 (5.833)
m=2  12.534 (2.606) 8.696 (5.747)  12.160 (2.629) 8.576 (5.948)

m=5  14.088 (4.782) 8.684 (6.405)  14.077 (4.742) 9.019 (6.289)

T =500 m=1  11.254 (1.295) 8.906 (4.582)  11.257 (1.286) 9.537 (43968)
m=2  11.664 (1.889) 9.738 (5.037)  11.747 (1.891) 9.556 (5.166)

m=5  12.719 (3.067) 10.553 (5.865)  12.715 (2.999) 10.536 (5.589)

m=10  13.808 (4.904) 10.330 (6.053)  14.019 (4.814) 10.814 (6.117)

T =1000 m=1  10.951 (0.942) 9.419 (3.565)  10.974 (0.945) 9.267 (3.565)
m=2  11.285(1.319) 9.891(3.834)  11.202 (1.284) 9.817 (3.449)

m=5 11765 (2.012) 10.017 (3.959)  11.762 (2.059) 10.353 (4.109)

m=10  12.743 (3.129) 10.459 (4.824)  12.639 (3.047) 10.658 (4.454)

m=20  13.617 (4.638) 10.853 (5.017)  14.033 (4.893) 11.088 (5.394)

Bajo correlacién débil de las innovaciongs se observa un pequefio efecto de
reduccion del valor dex, especialmente en el caso @edesconocido, que es

practicamente el mismo tanto en el caso AR(1) chtA¢L).

6. Aplicacion a series de rendimientos diarios deipobs de

cambio

Finalmente, realizamos una aplicacion del estimalor(2007) a tres series de
rendimientos diarios de tipos de cambio: $/eura/yg $/libra esterlina para el periodo
03.01.2000-18.01-2008, con un total De= 2025 observaciones. En los tres casos no
existe evidencia de dinamica regular en el niveladserie y la estimacion QMV bajo

normalidad condicional de un modelo GARCH(1,1) erea los resultados habituales:

elevada significacion de los parametros estimadmsyintegraciong, . +f,; ~1

El siguiente grafico 1 presenta el comportamiemtétaduncion (4.2).

Grafico 1. FuncionW_(k, éT) para valoreg [ (0, K¢ (de izquierda a derecha: TC1, TC2, TC3)

Los principales resultados se muestran en el sitpiieuadro 6. En el caso de

agregacion se presentan los resultados para eldeasariables flujo. Los resultados

22



para el caso de variables stock son casi idénticos.

Cuadro 6. Resultados para las series de tipos denshio
Caso de agregacion con variables flujo
TC1: $/euro TC2: yen/$ TC3: $/libra
RT (éT) ® RT (éT) ® RT (éT) ®
m=1 7.51 (2.468) 22.60 (2.533) 15.66 (1.644)
K,(m6,) k., (m6e,(m) Kk (m8e,) Kk (m6. (m) Kk (m8,) K (me.(m)
m=2 7.36 7.26 24.86 22.06 15.46 16.11
m=5 8.66 8.71 34.11 32.81 17.71 22.86
m=10 1041 11.21 49.66 89.41 17.76 34.41
m=20 1241 15.46 76.66 - 17.26 -

®) Entre paréntesis, error estandar asintético emgteal kernel de Bartlett con ancho de ventanayfijo
proporcional al tamafio muestral para la estimad#®ita varianza a largo plazo (ver detalles en iggeg
Linton (2007)).

En este cuadrog, (m,6,(m) denota el estimador deen el caso de agregacion de las
innovaciones estimadas empleando como valorésloe valores estimados corregidos
por agregacion temporal en el caso GARCH semiduedmo en Drost y Nijman
(1993) a efectos de comparacién con los resultadsados directamente en los valores
estimados para la serie completa.

Salvo en el caso de la serie de tipos de cambiod&/eonde los resultados son muy
similares bajo agregacion, en el resto de casoscksgtados difieren sustancialmente.
Esto podria tomarse como evidencia de que pargestara serie el proceso GARCH
no se caracteriza por innovaciones..

A efectos de comparacion presentamos los resultdalastimador de Hill (1975) en su

version mas simple descrita en Quintos, Fan yipsi(R001),

. 18, . )
Oy (rnr) = (E; In( - j+1:T) - In(rT—m:T)j

donder? ,;; denota efj-ésimo mayor valor de la serie de rendimientostipel de
cambio. Teniendo en cuenta que (m. )0 fL k/2, para hacer comparables los
resultados, el gréafico 2 preserita(m,) =26, (m.) 0 ' k paramr =1, ..., 1000.

Grafico 2. Estimador de Hill (1975)del indice de cala(m,) =2a.(m ) (de izqda. a dcha: TC1, TC2,
TC3)
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